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SOMMARIO

Si propone un nuovo approccio di identificazione dei fattori di intensificazione degli sforzi
(SIF), nel'ambito del procedimento energetico delle flessibilita. Il nuovo approccio si avvale
del “Metodo delle Celle” (Tonti) che fornisce le equazioni del continuo direttamente in forma
finita. Si discutono in dettaglio i problemi relativi al modello geometrico appropriato per la
determinazione del SIF di modo | (K). Si mostra come il modello numerico presentato sia

stato calibrato su risultati sperimentali. | risultati numerici relativi alla variazione di K, al

variare del rapporto profondita dell'intaglio/altezza della sezione vengono confrontati con i
risultati di Brown (1966) e Tada (1973).

ABSTRACT

In this work, a new approach for identifying the stress intensity factors (SIFs) is proposed,
using the method of energetic compliance. The new approach uses the “Cells Method”
(Tonti) which gives the continuum media equations in discrete form directly. Problems
relating to the appropriate geometric model for determining the opening SIF (K) are

discussed in detail. Experimental results are used to calibrate the numerical model.
Numerical results are presented that show the change in K with the crack depth/ligament

ratio, and these are compared with those of Brown (1966) and Tada (1973).

INTRODUZIONE

Nel presente lavoro, si propone l'applicazione del “Metodo delle Celle” (Tonti) per
l'identificazione dei fattori di intensificazione degli sforzi (SIF) nell’ambito del procedimento
energetico delle flessibilita. Il vantaggio connesso all'utilizzo del Metodo delle Celle € quello
di capovolgere la trattazione classica, che parte dalla formulazione differenziale per ritrovare
una formulazione discreta, e fornire le equazioni del continuo direttamente in forma discreta.

Come caso particolare, si ricerca il SIF di Modo | (K), ovvero, si ricerca il SIF del crack di un

concio di trave soggetto a momento flettente, trascurando le forze di massa. Tale concio si
intende libero nello spazio. Il “Metodo delle Celle”, come qualsiasi altra tecnica numerica,
non e in grado di stimare lo stato di sollecitazione di un tale corpo, in quanto puo operare
solo su corpi cinematicamente definiti. Per risolvere numericamente il problema
dell'equilibrio, si e sfruttata I'equivalenza statica tra il concio descritto e quello appartenente
ad una trave four-point bending (Figura 1) cosi definito:
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— la sezione di mezzeria coincide con la sezione di mezzeria della trave;

— il crack si considera localizzato nella sezione di mezzeria;

— le facce distano dalla mezzeria di una quantita non inferiore alla distanza di estinzione
vF WF dello stato tensionale aggiuntivo

conseguente alla presenza del crack.

Infatti, sulle facce del concio di mezzeria di

I una trave four-point bending non intagliata,

'unica caratteristica della sollecitazione

interna non nulla € il momento flettente.

lminz?
H Inoltre, poiché le dimensioni del secondo

L ey = | - 2f , t |, concio vengono fissate in modo da
/1 /1 I /1 /1" collocare le sue facce oltre la zona di
/||/ /||/ estinzione dello stato tensionale aggiuntivo
Figura 1 — Schema statico del concio staticamente conseguente al crack, anche nel caso di

equivalente. trave con intaglio in mezzeria ['unica

caratteristica della sollecitazione interna
diversa da zero sulle facce € il momento flettente. Ne segue che questo secondo concio &
effettivamente staticamente equivalente al concio di trave soggetto a momento flettente puro
e libero nello spazio. Ne segue, inoltre, che il concio staticamente equivalente non pud avere
dimensioni del tutto arbitrarie: ovvero, fissata l'altezza h della trave e la profondita p
dell'intaglio, la lunghezza |, del concio staticamente equivalente dovra essere compresa

tra un valore massimo, pari alla distanza di applicazione dei carichi (nota), ed un valore
minimo, pari al doppio della distanza di estinzione (da identificare): | _ <I__ <I

max s.eq. — 'min *

| METODI SOLUTIVI TRADIZIONALI E IL METODO DELLE CELLE

I metodi solutivi tradizionali esprimono le leggi fisiche in forma differenziale, per poi risalire,
tramite uno dei tanti processi di discretizzazione, ad una forma algebrica. Nascono cosi i
metodi delle “Differenze finite”, degli “Elementi finiti”, dei “Volumi finiti”, di “Collocazione”,
degli “Elementi di contorno”, degli “Elementi di spigolo”, i “Metodi spettrali” ed altri ancora.

Problema | B> B E) B> B[ Sistema B D B 3 Soluzione

fisico algebrico DD approssimata

ﬁl Metodi spettrali |

i

'ﬁ'l Elementi di contorno |

O aum  |

' olumi tiniu

ﬁ' Differenze finite |
af

& C> ©> 0> Dy Equazione differenziale

Figura 2 — Confronto tra Metodo delle Celle (&) e metodi solutivi tradizionali ().

| Elementi di spigolo

| Collocazione

| Elementi finiti

CRERCRCRCRCRE

@6&3&&@;

La formulazione differenziale, perd, presenta alcuni inconvenienti, primo fra tutti il fatto di
richiedere alle funzioni di campo di soddisfare condizioni di derivabilita che non sono
giustificate fisicamente. Questo limita fortemente I'applicabilita del metodo differenziale: sono
di ostacolo la presenza di forze concentrate, di vincoli puntiformi, le brusche variazioni di
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sezione e la presenza di materiali diversi. Inoltre, la necessita di riconvertire le equazioni
differenziali in equazioni algebriche porta a dover introdurre una serie approssimazioni,
trascurando via via gli infinitesimi di ordine superiore. Queste approssimazioni non sono fatte
una sola volta, ma man mano che cio si presenta comodo per la semplificazione dei risultati.
Il “Metodo delle Celle” capovolge questo modo di procedere e fornisce le equazioni del
campo o del continuo direttamente in forma discreta. La trattazione discreta che ne deriva,
evitando le approssimazioni legate al processo di riconversione delle equazioni differenziali,
mette in luce una serie di proprieta di cui godono le grandezze fisiche e le equazioni della
meccanica dei solidi che sono solo in parte presenti nella trattazione differenziale.

La filosofia che consente la formulazione discreta diretta scaturisce dalla constatazione che
le grandezze fisiche globali di ogni teoria fisica sono naturalmente associate agli elementi
geometrici dello spazio, quali i punti, le linee, le superfici ed i volumi, e agli elementi
cronometrici del tempo, quali gli istanti e gli intervalli. L'associazione grandezze-elementi
geometrici e cronometrici suggerisce di costruire un complesso di celle nella regione di
spazio o di tempo nella quale si svolge il fenomeno. Accanto a questo complesso di celle,
che si denomina primale, risulta utile considerarne un secondo, detto duale del precedente.
Ebbene, ricordando che le grandezze variabili di ogni teoria si possono dividere in tre classi:
e variabili di configurazione (le grandezze geometriche e cinematiche della meccanica),

e variabili di sorgente (le grandezze statiche e dinamiche della meccanica),

e variabili energetiche (prodotto di variabili di configurazione per variabili di sorgente);

si constata che le variabili di configurazione sono naturalmente riferibili alle celle di uno dei
due complessi, mentre quelle di sorgente sono associabili alle celle del complesso duale.
Questa associazione € comunemente ignorata. L'intervento degli elementi geometrici
appartenenti a due complessi di celle duali come naturali referenti delle grandezze fisiche
non & peculiare della Meccanica dei Solidi ma & una proprieta comune a tutte le teorie
fisiche. Risulta, pertanto, che le leggi fisiche del campo o del continuo si possono esprimere
direttamente come relazioni tra grandezze globali associate ad elementi geometrici.

Primale Duale

Figura 3— Corrispondenze tra gli elementi geometrici del complesso primale e quelli del complesso duale.

Fra i due complessi di celle si realizzano le seguenti corrispondenze (Figura 3):

— ogni vertice del complesso duale & contenuto in una cella del complesso primale;

— ogni lato del complesso duale attraversa una faccia del complesso primale;

— ogni faccia del complesso duale € attraversata da un lato del complesso primale;

— ogni volume del complesso duale contiene un vertice del complesso primale.

La dualita dei due complessi di celle si estende alle orientazioni: se si dota di orientazione
interna ogni elemento del complesso primale, gli elementi del complesso duale risultano
automaticamente dotati di un’orientazione esterna.

Osservando che molte variabili fisiche sono associate ad elementi geometrici orientati, si
ricava una prima proprieta delle equazioni della meccanica dei solidi non evidenziata dalla
formulazione differenziale: le grandezze geometriche sono naturalmente associate agli
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elementi geometrici dotati di orientazione interna (complesso primale), mentre quelle statiche
sono associate ad elementi geometrici dotati di orientazione esterna (complesso duale).

Le leggi fisiche si possono ottenere per composizione di alcune equazioni fondamentali.
Queste ultime, a loro volta, sono di due tipi: equazioni di struttura e equazioni costitutive.

Le equazioni di struttura, quali le equazioni di bilancio, quelle circuitali e quelle di formazione
delle differenze, sono legami tra grandezze globali associate alle celle di uno stesso
complesso, sia esso quello primale o quello duale. Esse non richiedono la considerazione di
elementi infinitesimi, ma valgono per qualunque forma e dimensione degli elementi
geometrici. Inoltre, non coinvolgono nozioni metriche, quali misure di volumi, aree, lunghezze
0 nozioni di perpendicolarita. In questo senso, sono di natura topologica.

Le equazioni costitutive sono legami tra grandezze associate ad un complesso e quelle
associate al complesso duale. Anche se si & soliti scrivere le equazioni costitutive in forma
differenziale, esse vengono sperimentate in regioni di campo uniforme usando variabili
globali. Ne viene che le equazioni costitutive, esatte in campi uniformi, sono approssimate in
campi generici. Ma non é di alcuna utilita avere delle equazioni esatte se poi queste devono
essere approssimate con un metodo di discretizzazione, quali i volumi finiti, gli elementi finiti
o le differenze finite. Dovendo fatalmente introdurre delle approssimazioni, tanto vale
considerare regioni (le celle) sufficientemente piccole da avere in esse un campo
sufficientemente uniforme. In altre parole, si tratta di fissare una precisione sulla soluzione e
di fare le celle piccole quanto basta per rispettare la precisione prestabilita.

Mentre le equazioni di struttura sono valide per qualunque forma e dimensione degli
elementi geometrici dotati di estensione, quelle costitutive sono valide solo in regioni
sufficientemente piccole perché in esse il campo possa essere considerato uniforme.

LUNGHEZZA MINIMA DEL CONCIO STATICAMENTE EQUIVALENTE

Il metodo numerico utilizzato per I'identificazione e il “Metodo delle Celle”. Tale scelta deriva
dalla necessita di testare il “Metodo delle Celle”, nato e sviluppato in campo elettrodinamico
[4], in un’applicazione di Meccanica della Frattura Elastica Lineare. Come gia richiamato, il
metodo si avvale di due discretizzazioni spaziali (mesh) duali. In particolare, le mesh
utilizzate nei problemi piani sono la triangolazione di Delaunay e i poligoni di Voronoi (Figura
4). La dualita fra le mesh é sia geometrica, sia statico-cinematica: &€ geometrica perché i
vertici di Voronoi (complesso duale) sono i circocentri dei triangoli di Delaunay (complesso
primale) ed é statico-cinematica perché, mentre ai nodi di Delaunay vengono associate le
variabili di configurazione, ai nodi di Voronoi restano associate le variabili di sorgente [4].

Il generatore di mesh utilizzato € di tipo adattivo: cio permette di raffinare le due mesh nelle
zone in cui lo stato tensionale presenta forti gradienti, ovvero interessate da discontinuita
geometriche. Per l'implementazione del metodo numerico e le visualizzazioni grafiche
riportate di seguito si € utilizzato il linguaggio di programmazione “Matlab 5.3” [3].

Come gia osservato, | resta identificata una volta nota la distanza di estinzione della
perturbazione allo stato tensionale dovuta al crack. Tale distanza é stata cosi stimata:

si € approntato un programma di simulazione numerica per la soluzione del problema
dell’equilibrio in una trave intagliata con carico generico;

si sono approntati programmi grafici per la mappatura dello stato tensionale;

50 i E i E

—— Mesh di Delaunay

40 —— Mesh di Voronoi

30 Concio staticamente equivalente
20

10

1 1 1 1 1 —
0 50 100 150 200 250 300

Figura 4 — Discretizzazione spaziale della trave e del concio staticamente equivalente ( p/h =0.5).
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Figura 6 — Mappatura dello stato tensionale lungo I'asse della trave ( o, ) per p/h=0.9.

la profondita del crack, p, & stata fatta variare tra il valore nullo ed il valore 0.9h;
dall'analisi delle mappature relative allo stato tensionale lungo I'asse della trave (asse x),

si e valutata la configurazione dell’asse neutro per ogni valore di p;

la distanza di estinzione é stata valutata come la distanza dal crack per la quale I'asse
neutro in condizioni di massima estensione del crack (Figura 6) ricade sulla posizione

occupata dallo stesso asse neutro in assenza di crack (Figura 5).

La distanza di estinzione cosi stimata risulta pari allaltezza h della trave. Le sezioni
corrispondenti a tale distanza di estinzione sono indicate in figura con linea tratteggiata.
Come si puo osservare dal confronto tra la Figura 6 (p/h =0.9) e la Figura 7 (p/h =0.5), la

distanza di estinzione sostanzialmente non dipende da p. In entrambi i casi, infatti, I'asse
neutro ricade sulla posizione occupata per crack nullo ad una distanza dal crack pari ad h.

Se ne pud concludere che la lunghezza minima del concio staticamente equivalente
corrisponde al doppio dell'altezza del concio stesso:
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Figura 8 — Direzioni principali di tensione per p/h =0.9.

—— Direzioni principali di trazione
—— Direzioni principali di compressione

A conferma di quanto ottenuto, si sono ricercate le direzioni principali di tensione (Figura 8).
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Figura 10 — Mappatura degli scorrimenti angolari nel piano medio della trave (y,,) per p = 0.

Anche in questo caso, si identifica un valore di distanza di estinzione pari ad h: infatti, a
partire da questo valore di distanza dal crack e per tutti i valori di profondita dell'intaglio, le
due direzioni principali possono considerarsi distese lungo I'asse della trave e I'asse ad esso
ortogonale (Figura 8 per p =0.9h).

Infine, anche l'analisi della mappatura dello stato deformativo conferma la correttezza del
valore |, identificato. Infatti, I'alternanza fra valori positivi e valori negativi di scorrimento

angolare, tutti molto piccoli in modulo, che si osserva a partire dalle sezioni distanti | = h dal
crack (Figura 9), indica che tali sezioni sono prossime alla distanza di estinzione.

Inoltre, dalle Figure 8 e 9 si pud osservare come, benché si instauri una distribuzione di
tensioni che, con buona approssimazione, puo essere ritenuta alla De Saint Venant in tutta
la zona |, <l .., <l l'potesi di sezioni piane ha valore in una zona molto piu ristretta.

Per la geometria considerata, la zona di validita di tale ipotesi corrisponde ad un intorno delle
sezioni distanti I, dal crack. Dalla Figura 9 appare anche evidente come quest'ultima

limitazione sia da imputare all'effetto punzonamento del carico. Ne deriva che
'implementazione del “Metodo delle Celle” consente di stimare I'effetto punzonamento dei
carichi e di associarvi una distanza di estinzione. Dalla mappatura dello scorrimento
angolare per intaglio nullo (Figura 10) € immediato ricavare che tale distanza di estinzione é
simile a quella associata al crack, ovvero, assume valore prossimo all’altezza h della trave.

Si pud concludere che la lunghezza | del concio staticamente equivalente deve

s.eq.

soddisfare le limitazioni | __ <| <2h=|

max s.eq. — min ?

e che la lunghezza |,,, di un concio che sia

anche cinematicamente equivalente deve soddisfare le limitazioni | -2h <1, ~<2h=1 .

La deformata del concio con I . =1,.. =l e p/h=0.5, ottenuta numericamente, &

s.eq. d.eq. min
riportata in Figura 11 (campo di spostamento amplificato di 100 volte). L’ipotesi di sezioni
piane per le facce del concio staticamente equivalente in Figura 11 & pienamente rispettato.

L E L E

]
——

Figura 11 — Deformata del concio staticamente e cinematicamente equivalente.

IN
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VERIFICA DEL MODELLO ANALITICO SU DATI SPERIMENTALI

Il programma di simulazione numerica per la soluzione del problema dell’equilibrio nella trave
intagliata (in condizioni generiche di carico) é stato testato sui risultati sperimentali riportati in
[2]. Tali risultati sono relativi ad una trave three-point bending di dimensioni standard (altezza
h =150 mm, distanza fra gli appoggi | =450 mm, spessore b =150 mm). Per un solido in
queste condizioni di carico e con queste caratteristiche geometriche la determinazione di G,.

(crack extension force) a partire dalla variazione della flessibilita con la profondita del crack,
p, € funzione del riferimento rispetto a cui si misura la freccia. Infatti, perché la stima della
flessibilita sia obiettiva, i punti di riscontro, posti in corrispondenza della sezione di mezzeria
e delle sezioni vincolate, devono trovarsi oltre la distanza di estinzione delle forze
concentrate su quelle stesse sezioni (carico e reazioni vincolari) [2].

Inoltre, I'errore sulla stima della flessibilitd per un non accurato posizionamento dei punti di
riscontro decresce al crescere di p. Infatti, al crescere di p lo schema statico della trave, da
isostatico, tende a diventare labile. Ovvero, a parita di spostamento imposto, il momento
flettente sulle facce del concio decresce al crescere di p, fino ad annullarsi per p—h.

Parallelamente, la rotazione delle facce del concio cresce al crescere di p fino a raggiungere,
per p =h, il valore relativo alla rotazione rigida dei due tronchi in cui la trave € stata isolata

dal crack passante. | valori numerici di momento flettente e rotazione delle facce del concio
ottenuti per spostamento imposto e rapporto p/h variabile sono riportati in Figura 12.
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Figura 12 — Influenza di p/h sui valori di momento flettente e rotazione, a parita di spostamento imposto.

Poiché al crescere di p la trave si scarica progressivamente, anche le reazioni vincolari e
I'effetto punzonamento ad esse connesso si annullano. Ne segue che lo scarto tra i valori di
flessibilita forniti da due distinte coppie di punti di riscontro si annulla al crescere di p.

Per verificare la sensibilita del modello numerico alla realta fisica, la flessibilita & stata
stimata per due diverse coppie di punti di riscontro. Per entrambe le coppie, uno dei punti di
riscontro si trova a meta distanza tra I'apice dell'intaglio ed il lembo superiore della trave
(Figura 13b). Il secondo punto di riscontro della prima coppia € uno dei due punti a contatto
con gli appoggi (Figura 13b). Per questa scelta del secondo punto di riscontro, si ha il
massimo dell'influenza dell’'effetto punzonamento sulla stima della flessibilita, che assume il
suo massimo valore. La flessibilita stimata tramite la prima coppia di riscontro verra indicata
col simbolo C,. Il secondo punto di riscontro della seconda coppia & posto su una delle due
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sezioni terminali della trave, ad una distanza dall'appoggio pari a 20 mm (Figura 13b). La
flessibilita stimata tramite la seconda coppia di riscontro verra indicata col simbolo C, .

N

Come si vede dalla Figura 13a, il “Metodo delle Celle” & sensibile tanto alla variazione di
flessibilita conseguente alla scelta di diverse coppie di punti di riscontro, quanto all’annullarsi
dell'effetto punzonamento al crescere della profondita dell'intaglio.

Alle curve di flessibilita in Figura 13a sono stati sovrapposti i risultati sperimentali relativi alla
seconda coppia di punti di riscontro [2]. L'accordo fra questi risultati e quelli forniti dal
modello numerico per la stessa coppia di punti di riscontro (curva C,) é piu che buono.

0.8 4

a) b) primo punto7 1F
0.7 4
secondo punto della| (e
., seconda coppia A
- = 2
2 . secondo punto della
£ | rima coppia
£ p pp c)
g 041 Cy
5
% 034
o
'
02!
A
0.1
0
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Profondita intaglio / altezza sezione

Figura 13 - a) Sensibilita del modello numerico all’effetto punzonamento; b) Schema statico e posizione dei punti
di riscontro; ¢) Mappatura delle o, per p/h =0.5.

In Figura 13c si € riportata la mappatura dello stato tensionale in direzione ortogonale
all'asse della trave (o, ) per p/h=0.5. Come si pud osservare da questa mappatura, anche
il secondo punto della seconda coppia &€ ampiamente contenuto all'interno della zona
interessata dal punzonamento degli appoggi. Cio nonostante, la diminuzione di flessibilita
per intaglio nullo, rispetto al valore relativo alla prima coppia di punti di riscontro, € del 27%.
Inoltre, la mappatura delle o, consente di valutare la distanza dall'appoggio alla quale
occorrerebbe posizionare il secondo punto di riscontro per evitare |'effetto punzonamento:
tale distanza risulta pari a circa 2/3h, con h altezza della sezione.

IDENTIFICAZIONE DELLO STRESS INTENSITY FACTOR DI MODO | (K))

Testato il programma numerico sui dati sperimentali, si pud riprendere in considerazione il
concio staticamente equivalente per valutare lo stress intensity factor di modo | (K, ).

La presenza di un crack in un elemento strutturale riduce la rigidezza globale dell’elemento
stesso [1]. Nel concio di trave staticamente e cinematicamente equivalente, sia C la
flessibilita concentrata (compliance), essendo ¢ Il'angolo di rotazione relativa delle sue
sezioni terminali:

C=9/M @)
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Figura 14 - Risultati numerici per C e G, in funzione di p/h .

In Figura 14 si e riportata la stima numerica del’landamento di C in funzione di p/h .

Poiché la rotazione ¢ aumenta non appena il crack si estende, ad ogni estensione del crack
il momento flettente M compie lavoro positivo. Uguagliando il lavoro esterno, compiuto dal
momento flettente M, all’energia necessaria per creare la nuova superficie di frattura si ha:

Md 9 = Gtdp, (3)

essendo G la forza generalizzata di estensione del crack (crack extension force), o forza di
Irwin, t lo spessore del concio e p la profondita del crack.

Si noti che la precedente espressione del lavoro esterno € valida solo oltre la zona di
estinzione. Infatti sulle sezioni distanti dal crack di una quantita d, con 0<d < ., la
vicinanza del crack si riflette in una variazione di geometria della sezione resistente (Figure 6
e 8). Cio comporta migrazione dell'asse neutro (Figure 6 e 8) con deviazione delle direzioni
principali di tensione (Figura 8) e nascita di una distribuzione di tensioni tangenziali z,, . Per
equilibrio con l'azione esterna di tipo tagliante, che € nulla, la distribuzione di tensioni
tangenziali deve essere equilibrata. Poiché le z,, e le y,, sono legate da un fattore di
proporzionalita, anche lintegrale delle y,, deve risultare nullo. Cio e confermato dalla
mappatura delle y,, per p/h=0.5 (Figura 9), nella quale, in tutto il tratto 0<d <I__, si
riconosce una distribuzione emisimmetrica di y,, rispetto all'asse della trave. La mappatura
delle z,, nel tratto 0<d <|_,, risultando del tutto identica a quella delle y, , & anch’essa di
tipo emisimmetrico. Per valori diversi di p/h, le r, €le y, non sono pil emisimmetriche

ma il loro integrale esteso alla sezione risulta comunque nullo. Quindi, la soluzione numerica
corrisponde effettivamente ad una distribuzione equilibrata di tensioni tangenziali.
Ne segue che, per 0<d <I_,., la (3) si modifica come segue:

b eh
Md 9 + jo L 7,7, dydzdx = Gtdp . @

Tornando al concio staticamente equivalente, da (2) e (3) si ricava G in funzione di C e di p:
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M? dC
G= —_—.

Noto G dalla (5) (Figura 14) e sfruttando la relazione tra G e K, (G =K/?/E), & immediato
ottenere la stima analitica del fattore di intensificazione degli sforzi K, , al variare del rapporto
p/h (Figura 15). L'andamento stimato del fattore di intensificazione degli sforzi e

gualitativamente confrontabile alla legge empirica proposta da Brown (1966) e, ancor piu, a
quella, sempre empirica, proposta da Tada (1973).
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Figura 15 - Confronto fra i valori numerici di K ed i valori riportati in Brown (1966) e Tada (1973).
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