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CAP. 1. INTRODUZIONE 
 
 
 

1.1. Considerazioni preliminari 
 

Dalla preventiva ricerca bibliografica volta ad accertare il livello attuale di approfondimento in 
tema di colonne confinate con materiali compositi, è risultato che: 
1) i modelli numerici utilizzati fino ad oggi considerano le sezioni trasversali delle colonne tutte 

equivalenti dal punto di vista dello stato di sforzo e di deformazione; 
2) per il legame costitutivo del calcestruzzo compresso da introdurre nei modelli numerici, sono 

state proposte due alternative: 
I. è stato introdotto un legame costitutivo con comportamento di tipo softening desumibile 

dalle prove di compressione monoassiale su provini cilindrici, 
II. è stato introdotto un legame costitutivo di tipo parabola/rettangolo, o affini, derivato dalle 

prove di compressione triassiale su provini cilindrici; 
3) introducendo l’ipotesi 2)I, il modello numerico che ne deriva è in grado di evidenziare 

l’aumento di capacità resistente esibito dal provino rinforzato fino al valore di deformazione cui 
corrisponde il sensibile degrado di rigidezza in assenza di rinforzo ma, oltre tale valore di 
deformazione, contrariamente all’evidenza sperimentale, il modello continua a restituire un 
ramo di carico a comportamento softening; 

4) introducendo l’ipotesi 2)II, che si propone di valutare attraverso un modello costitutivo 
modificato l’effetto di triassialità in cui il provino di calcestruzzo viene a trovarsi per effetto del 
rinforzo, il modello numerico riesce a cogliere il comportamento indefinitamente monotono 
esibito dal diagramma tensione/deformazione dei provini rinforzati; 

5) per il modulo di Poisson del calcestruzzo da introdurre nei modelli numerici, sono state 
utilizzate funzioni dello stato deformativo longitudinale del provino. 
Per quanto riguarda il punto 1), va precisato che l’ipotesi di equivalenza delle sezioni 

trasversali nei riguardi dello stato di sforzo e di deformazione può essere considerata una buona 
approssimazione del comportamento effettivo per provini molto tozzi, ma perde di validità 
all’aumentare della snellezza dei provini stessi. 

Per quanto riguarda il punto 3), a parte l’evidente discordanza tra i risultati ottenibili col 
modello proposto ed i dati sperimentali, rimane comunque da chiedersi se sia possibile attribuire 
significato fisico ad un ramo del legame costitutivo di tipo softening. Infatti, mentre un rapporto 
negativo fra variazione di carico e variazione di spostamento, valore riferito alla struttura, può essere 
interpretato come sopraggiungere di una fase di instabilità strutturale, non è possibile attribuire un 
analogo significato fisico al rapporto negativo fra variazione di tensione e variazione di 
deformazione, valore riferito all’intorno infinitesimo, dal momento che per l’intorno infinitesimo 
non è fisicamente definibile lo stato di instabilità. 

Per quanto riguarda, invece, il punto 4), è vero che il corrispondente modello numerico 
approssima discretamente l’evidenza sperimentale, ma non si capisce la necessità di dover definire 
un legame costitutivo dipendente dal tipo di prova di carico quando il legame costitutivo, per sua 
stessa definizione, corrisponde ad una proprietà intrinseca del materiale. D’altra parte, è noto che il 
legame costitutivo, così come viene attualmente identificato a partire dai dati sperimentali, risulta 
dipendere almeno da altri due fattori: le dimensioni e la geometria del solido di prova. 

Infine, per quello che riguarda il punto 5), anche in questo caso non si capisce la necessità di 
dover definire un modulo di Poisson variabile con lo stato deformativo longitudinale quando, 
invece, anche tale modulo corrisponde ad una proprietà intrinseca del materiale. 
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1.2. Considerazioni sugli approcci di identificazione del legame 
costitutivo 

 
Per quanto detto a proposito della discussione dei punti 3) e 4), in questo lavoro di Tesi di 

Dottorato viene confutata la proposta di legame costitutivo del calcestruzzo finora avanzata, in 
quanto palesemente non rappresentativa di una proprietà costitutiva dell’intorno infinitesimo di 
materiale. Ovvero, è lecito ritenere che le modalità finora adottate per identificare il legame 
costitutivo, a partire dai diagrammi carico/spostamento per carico monoassiale di compressione, sia 
viziato da una non sufficientemente ravvicinata lettura del fenomeno fisico. 

Si pone quindi la necessità di definire un procedimento identificativo del legame costitutivo in 
compressione monoassiale più aderente alla realtà fisica. A tal fine, occorre fare un passo indietro e 
tornare al momento dell’esecuzione delle prove monoassiali di carico per riesaminare la correttezza 
dell’intero procedimento di elaborazione dei dati sperimentali. 

Infatti, bisogna ricordare che, sebbene uno degli scopi principali delle prove meccaniche di 
laboratorio sia l’identificazione delle proprietà costitutive del materiale in studio, l’oggetto della 
prova meccanica non è mai il materiale, come sarebbe auspicabile, ma è un provino, ovvero, un 
solido che, per quanto limitate possano essere le sue dimensioni, è sempre riconducibile ad una 
struttura. L’esito della prova meccanica, allora, non è determinato univocamente dalle caratteristiche 
costitutive del materiale, ma dipende dalla cinematica del provino in quanto struttura. 

Poiché poi la macchina di prova costituisce un vincolo alla cinematica del provino, l’esito della 
prova è condizionato sia dall’interazione tra provino e macchina di prova, sia dalle caratteristiche 
metrologiche della macchina di prova stessa. 

In sintesi, quale che sia la prova di laboratorio effettuata, è sempre possibile esprimere il 
risultato sperimentale R attraverso i vari fattori che lo determinano (Figura 1.2.1). 

 
 

 

Figura 1.2.1. Elenco dei fattori che determinano il risultato sperimentale R. 
 
 
Attribuendo a C, S, I e M la quota parte che compete loro nella formazione di R: 

 
RKC C= , 
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RKI I= , 
 

RKM M= , 
 

con: 
 

1=+++ MISC KKKK , 
 

è dunque possibile esprimere il risultato sperimentale R attraverso la semplice relazione: 
 

MISCR +++= . 
 

Quest’ultima relazione, seppur estremamente intuitiva, è comunemente ignorata agli effetti 
degli sviluppi successivi. Infatti, il risultato sperimentale viene solitamente attribuito in toto alle sole 
proprietà costitutive del materiale, trascurando cinematica strutturale, interazione con la macchina di 
prova ed influenza dovuta alle proprietà metrologiche della macchina di prova. Ciò equivale, di 
fatto, ad assumere: 
 

1=CK , 
 

0=== MIS KKK  
 

ed a derivare le proprietà costitutive del materiale direttamente dal risultato sperimentale, con le 
opportune trasformazioni di scala: 
 

RC ≡ . 
 

Volendo invece derivare le proprietà costitutive del materiale, a partire sì dal risultato 
sperimentale R, ma senza trascurare il peso che le quote S, I e M hanno su quest’ultimo, si può 
stimare mediante un unico fattore K il contributo complessivo di S, I e M: 
 

MIS KKKK ++=  
 
e valutare la quota parte C del risultato sperimentale R, conseguente alle sole caratteristiche 
costitutive del materiale, come: 
 

( )RKC −= 1 , 
 

ovvero, indicando con c la proprietà costitutiva cercata ed inglobando nel parametro k, oltre al 
contributo di S, I e M, anche le trasformazioni di scala: 
 

( )Rkc −= 1 . 
 

Il problema dell’identificazione della proprietà costitutiva c cercata, si trasforma allora nel 
problema dell’identificazione dell’incognita k. 

Questo approccio, formalmente più corretto del precedente, presenta però l’inconveniente di 
non essere di immediata applicazione. Ciò accade perché l’incognita k, già di non ovvia 
identificazione per i primi passi della prova meccanica, è ben lontana dall’essere una costante del 
nostro problema e varia secondo una legge non nota a priori. 



CAP. 1. Introduzione 

 

4 

Infatti, mentre le caratteristiche del calcestruzzo sono costitutive e, quindi, dipendenti solo dal 
materiale e non dal generico passo della prova di carico, le caratteristiche meccaniche del provino 
variano durante la prova di carico per l’enucleazione di volumi danneggiati e la propagazione di 
fratture: in particolare, la rigidezza del provino decresce all’aumentare del quadro fessurativo e lo 
stesso schema strutturale si modifica progressivamente. Ne risulta variato, allora, anche il contributo 
del comportamento strutturale del provino alla formazione del risultato sperimentale R. In altre 
parole, il “peso” SK  che la meccanica strutturale esercita su R non è costante, ma varia al procedere 
della prova meccanica: 
 

( )RKK SS = . 
 
Oltre a ciò, è lecito aspettarsi che, nelle prime fasi della prova meccanica, la macchina di prova 

influisca in maniera sensibile sul risultato sperimentale, sia in termini di interazione col provino, sia 
in termini di alterazione del risultato per limiti meccanici intrinseci. In questa fase, infatti, si realizza 
l’accoppiamento macchina/provino e, a fronte anche dei modestissimi carichi esterni, le eventuali 
imperfezioni, tanto del provino, quanto dell’apparato sperimentale, sono quanto mai determinanti sui 
valori rilevati. 

È però altrettanto lecito aspettarsi che, aumentando la sollecitazione esterna, i problemi di 
accoppiamento acquistino un peso sempre minore e che entrambi i fattori IK  e MK  vadano 
annullandosi. 

Infine, nelle fasi terminali della prova meccanica, essendo la struttura resistente del provino 
ormai fatiscente, il contributo del fattore IK  potrebbe essere ancora inessenziale, ma il contributo 
del fattore MK  potrebbe diventare nuovamente tutt’altro che trascurabile. 

Interpretando allora anche IK  e MK  come “pesi” esercitati su R, rispettivamente, 
dall’interazione provino/macchina di prova e dalle caratteristiche metrologiche della macchina di 
prova, ne segue che anche questi pesi variano al procedere della prova meccanica: 
 

( )RKK II = , 
 

( )RKK MM = . 
 
Dovendo poi la somma di tutti i pesi essere uguale a 1, la dipendenza dalla storia di carico di 

SK , IK  e MK  porta con sé la dipendenza dalla storia di carico anche di CK : 
 

( )RKK CC =  
 

e, in ultima analisi: 
 
( )Rkk = . 

 
Fatto 1 il risultato sperimentale R, in Figura 1.2.2 vengono mostrate tre plausibili 

schematizzazioni della ripartizione di R, all’inizio (1.2.2.a'), in fase intermedia (1.2.2.b) e alla fine 
(1.2.2.c) della prova meccanica. 

Per quanto riguarda la fase iniziale, va ricordato che, per limitare l’influenza sul dato 
sperimentale dell’interazione provino/macchina di prova e delle proprietà metrologiche della 
macchina di prova, è consuetudine sottoporre il provino ad un ciclo di stabilizzazione (Figura 1.2.2). 
Tale ciclo consiste nel conferire al provino un piccolo precarico, per poi tornare ad un carico base 
pari a circa il 10% del carico massimo presunto e riprendere nuovamente ad incrementare il carico. 
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La prova meccanica vera e propria inizia solo quando si riprende ad incrementare il carico a partire 
dal valore base. Durante il ciclo di stabilizzazione, l’accoppiamento provino/macchina viene 
realizzato in maniera pressoché completa. Questa operazione è di importanza fondamentale perché, 
all’inizio della prova meccanica vera e propria, risulta sensibilmente ridotta l’influenza sul dato 
sperimentale delle imperfezioni, tanto del provino, quanto dell’apparato sperimentale. Quando si 
effettui il ciclo di stabilizzazione, la ripartizione di R all’inizio della prova di meccanica è 
rappresentata dalla Figura 1.2.2.a". 
 

 

Figura 1.2.2. Plausibili schematizzazioni della ripartizione di R all’inizio senza ciclo di stabilizzazione (a'), all’inizio con 
ciclo di stabilizzazione (a"), in fase intermedia (b) e alla fine (c) della prova meccanica. 

 
 

L’assunzione RC ≡ , allora, può essere ritenuta accettabile solo nelle primissime fasi di una 
prova meccanica nella quale si sia effettuato un ciclo di stabilizzazione. 

In conclusione, non è possibile mettere in relazione diretta le caratteristiche costitutive del 
materiale con il risultato sperimentale per mezzo di un semplice fattore di scala, ma occorre saper 
valutare la dipendenza dal generico passo di carico di tutte le quote che formano il risultato 
sperimentale. 

Da questa conclusione, segue immediatamente un risultato di importanza fondamentale, sul 
quale è imperniata tutta la presente Tesi di Dottorato: è possibile assumere che il legame costitutivo 
in compressione monoassiale del calcestruzzo sia descritto da una legge che ben poco ha a che 
vedere con le curve tensione media/deformazione media ( εσ ), alle quali viene tradizionalmente 
attribuito valore costitutivo. 

 
Detto questo, è possibile stimare a priori quale debba essere l’andamento qualitativo del 

legame costitutivo in compressione monoassiale del calcestruzzo? 

C
97%

S
1%

I
1%

M
1%a") 

C
44%

S
1%

I
33%

M
22%

a') 

C
61%

S
37%

I
1%

M
1%

b) 

C
20%

S
61%

I
1%

M
18%

c) 
N 

v 
ciclo di stabilizzazione



CAP. 1. Introduzione 

 

6 

Una prima indicazione a tal proposito può essere derivata proprio dalle considerazioni 
sviluppate nel § 1.1 sulla possibilità dell’esistenza di un ramo a comportamento softening nei legami 
costitutivi. Inoltre, poiché i programmi di simulazione numerica nei quali si introducono legami 
costitutivi a comportamento softening, pur correttamente impostati nel rispetto delle condizioni di 
equilibrio e di congruenza, non riescono a fornire rami di carico a comportamento indefinitamente 
monotono per il calcestruzzo confinato, si può ritenere che un legame costitutivo correttamente 
ricavato dalle prove sperimentali in regime monoassiale di compressione, pur derivando da 
diagrammi di carico/spostamento di tipo softening, debba esibire comportamento monotono 
crescente. 

Se così fosse, nel calcestruzzo in compressione monoassiale si verificherebbe qualcosa di 
analogo a quanto avviene nell’acciaio in trazione monoassiale per effetto del fenomeno della 
strizione. È noto, infatti, che la comparsa di un ramo softening nel legame costitutivo identificato per 
l’acciaio deriva unicamente dall’errore commesso quando, al subentrare del fenomeno della 
strizione, non si tiene conto del decremento di area resistente del provino che ne consegue. Al 
contrario, valutando correttamente l’area resistente in fase di strizione, si identifica un legame 
costitutivo monotono crescente. 

Ovviamente, per la diversità tra i materiali e le prove di carico, l’analogia non è da ricercarsi 
tanto nei meccanismi di crisi quanto nel fatto che, nonostante l’effetto Poisson, il danneggiamento 
subito dal calcestruzzo sotto carico è di entità tale da comportare una riduzione progressiva di 
sezione resistente: per questo motivo, anche nel caso del calcestruzzo, come già per l’acciaio, non è 
lecito confondere area resistente e area nominale. Sotto questa ipotesi, non è corretto ricavare la 
tensione media sulla generica sezione trasversale del provino come rapporto tra carico esterno e area 
nominale, ma occorre sostituire a quest’ultima il valore corrente dell’area resistente. 

Assumendo per quest’ultima arbitrarie leggi di decremento, il legame costitutivo qualitativo 
risulta allora rappresentato da una delle curve della famiglia (b) in Figura 1.2.3, mentre la curva (a) 
resta rappresentativa solo del comportamento strutturale ( )vN . 

 
 

 

Figura 1.2.3. Leggi costitutive ipotetiche ( εσ eff ) al variare della legge di decremento dell’area resistente 

( resA ) e loro confronto con la curva della tensione media ( εσ ) e con il diagramma carico/spostamento ( vN ). 

 
 

In particolare, la sottofamiglia ( 1b ) raccoglie tutte le curve a comportamento softening, mentre 
la sottofamiglia ( 2b ) raccoglie tutte le curve monotone. 

Per quanto detto in precedenza, è lecito aspettarsi che l’effettiva legge di decremento dell’area 
resistente sia tale da restituire legami costitutivi rappresentati da una delle curve ( 2b ), escludendo 
tutti i possibili andamenti a comportamento softening. 

( )εεσ E
A
N

n

== ; ( )vvEN =  

σ, N 

ε, v 

( )εεσ effeff E
A
N

==  

(a) 

( 1b ) 

( 2b ) 
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In conclusione, le non linearità nel diagramma carico/spostamento, compreso il ramo 
decrescente, potrebbero essere una diretta conseguenza della riduzione di sezione resistente e, in tal 
senso, sarebbero caratteristiche della risposta su scala macroscopica della struttura, mentre non 
corrisponderebbero ad una proprietà del materiale su scala microscopica. In modo del tutto analogo 
si spiegherebbe anche la dipendenza del diagramma carico/spostamento dalle dimensioni e dalla 
geometria del solido di prova. 

Alla luce di queste considerazioni, occorre riesaminare il meccanismo di crisi del calcestruzzo 
in compressione individuando le cause e l’entità del degrado dell’area resistente del solido di prova, 
in modo da poter identificare una legge costitutiva effettivamente rappresentativa delle 
caratteristiche del materiale e non più legata alla meccanica strutturale. 

Bisogna notare, a questo punto, che in questa stessa direzione si muove la teoria della 
Meccanica della Frattura con Danno. Però, mentre quest’ultima tenta di definire tramite una 
variabile di danno fissata a priori l’entità del degrado della sezione resistente, lo scopo di questa tesi 
di Dottorato è la messa a punto di un programma di simulazione numerica che, partendo dalle 
relazioni costitutive dell’intorno materiale e in base a sole considerazioni sul dominio di crisi, sia in 
grado di risalire ai digrammi carico/spostamento dei singoli provini cilindrici (fasciati e non) e di 
valutare, a posteriori, tanto la variazione di sezione resistente quanto l’evoluzione della variabile di 
danno. Interpretando anche la variabile di danno come una risposta su scala macroscopica della 
struttura e, come tale, dipendente dalle dimensioni e dalla geometria del solido di prova, si riesce a 
spiegare la grande varietà e diversità di formulazioni per tale  variabile (scalari, vettoriali o 
tensoriali) avanzate dagli Autori che si sono occupati di Meccanica del Danno (Bazant, Belytschko, 
Cervenka, Chaboche, Fonseka, Hughes, Ju, Kachanov, Krajcinovic, Lemaitre, Loland, Lorrain, 
Lubliner, Martin, Mazars, Oh, Pijaudier-Cabot, Resende, Simo). 

 
 





 

Ferretti Elena 
Modellazione del Comportamento del Cilindro Fasciato in Compressione 

CAP. 2. POSIZIONE DEL PROBLEMA 
 
 
 

2.1. Comportamento macroscopico del solido compresso 
 

Se si impone alle due parti nelle quali il provino cilindrico si divide in seguito alla prova di 
carico (una parte centrale a forma di “rocchetto” e un involucro esterno, Figura 2.5.1) di soddisfare 
le condizioni di equilibrio all’interfaccia (azioni scambiate tra le due porzioni di materiale a livello 
dei “denti” che si formano sulle superfici di crisi per effetto della presenza degli inerti) e di 
congruenza (stesso abbassamento verticale della sezione superiore) si ottiene che: 

 la deformazione longitudinale, in accordo con quanto affermato a proposito della discussione 
del punto 1) del § 1.1, non assume valore costante sull’altezza del provino; 

 per la parte centrale a forma di “rocchetto” la deformazione longitudinale cresce procedendo dai 
piatti della pressa verso la zona centrale; 

 per l’involucro esterno la deformazione longitudinale decresce procedendo dai piatti della 
pressa verso la zona centrale. 
Dal momento che, per la diversa deformabilità delle due parti, l’abbassamento a parità di quota 

delle due porzioni assume lo stesso valore solo in corrispondenza dei piatti della pressa e della 
sezione trasversale di simmeria, se ne deduce che la superficie di crisi è anche superficie di 
scorrimento relativo. Poiché poi, per quanto visto, la superficie di crisi è scabra, parallelamente allo 
scorrimento relativo tra le due porzioni di materiale si avrà, per effetto “ingranamento”, anche un 
fenomeno di apertura della lesione principale (dilatanza). 

Tale fenomeno di apertura, si sovrappone allo spostamento in direzione radiale dovuto, per 
effetto Poisson, alla deformazione radiale propriamente detta, e, quindi: 

 non è corretto determinare la deformazione radiale per semplice rapporto tra i valori 
sperimentali dello spostamento radiale complessivo ed il raggio del provino; 

 non è corretto determinare l’andamento del modulo di Poisson come rapporto (cambiato di 
segno) tra i valori sperimentali della deformazione radiale (valutata come al punto precedente) e 
della deformazione longitudinale (mediata, tra l’altro, sull’intera altezza del provino). 
Inoltre, interpretando lo spostamento in direzione radiale come somma di una aliquota dovuta 

all’effetto Poisson e di un’aliquota dovuta all’apertura delle fessure e assegnando tutta la variabilità 
dallo stato deformativo longitudinale a quest’ultima, viene a mancare l’incongruenza messa in 
evidenza a proposito della discussione del punto 5) del § 1.1. 

In ultima analisi, se ne deduce che è possibile continuare a ritenere il modulo di Poisson una 
proprietà intrinseca del materiale, e, come tale, costante al variare dello stato deformativo del 
provino. Inoltre, l’ulteriore spostamento in direzione radiale, rispetto a quello dovuto all’effetto 
Poisson, risulta funzione, oltre che dello stato deformativo longitudinale, anche del grado di 
scabrezza delle superfici di scorrimento, o, per meglio dire, delle dimensioni medie degli inerti, 
almeno fino a quando non si ha la rottura a taglio dei “denti” responsabili dell’“ingranamento”. 

Ai fini di una più accurata interpretazione del meccanismo di crisi del calcestruzzo, è da notare, 
infine, che il manifestarsi di un effetto “ingranamento” sulle superfici di scorrimento comporta che, 
in seguito all’attivarsi di tali superfici, gli intorni infinitesimi di materiale ad esse adiacenti e situati 
oltre la distanza di estinzione si vengano a trovare in uno stato di tensione triassiale, anche se la 
prova di carico è monoassiale. Come appare evidente dall’analisi dello stato tensionale sul piano di 
Mohr, tale ultima evenienza implica che i circoli di Mohr relativi a tali intorni (tangenti all’origine 
fino all’attivarsi delle superfici di scorrimento), una volta raggiunta la superficie limite, non 
necessariamente comportano il manifestarsi della crisi ma, poiché con il subentrare dello stato di 
triassialità viene a cadere il vincolo di tangenza all’origine, hanno ancora la possibilità di accrescersi 
(e quindi di sopportare ulteriori incrementi di carico esterno) rimanendo tangenti alla superficie 
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limite. Questa fase di accrescimento dei circoli di Mohr in tangenza alla superficie limite è proprio 
la fase nella quale si manifesta il fenomeno di “ingranamento” per scorrimento relativo sulle 
superfici di crisi. 

In definitiva, la superficie di crisi non si attiva tutta nello stesso istante, ma il suo attivarsi 
dipende, punto per punto, dalla tensione radiale massima che può essere trasmessa, per 
“ingranamento”, al rispettivo intorno infinitesimo e, quindi, dipende dalle condizioni di equilibrio 
sulla sezione trasversale passante per il punto in esame. Di conseguenza, al variare del rapporto 
diametro/altezza del provino, la superficie di scorrimento si può originare tanto nella zona centrale 
del provino per procedere verso le zone direttamente caricate, quanto nelle zone adiacenti ai piatti 
della pressa per procedere verso la zona centrale del provino. 

In base a queste considerazioni è, evidente come, in accordo con quanto affermato a proposito 
della discussione del punto 1) del § 1.1, lo stato tensionale non possa essere costante sull’altezza del 
provino. 

In base all’analisi della forma della superficie di crisi nel piano di Mohr e della massima 
tensione radiale trasferibile per “ingranamento”, si può osservare che i circoli di Mohr relativi agli 
intorni infinitesimi raggiungono punti di crisi diversi in funzione della posizione dell’intorno e, 
quindi, la pendenza della superficie di scorrimento che si attiva nel provino dipende dalla distanza 
dai piatti della pressa dell’intorno considerato. Si spiega, così, l’effettivo meccanismo di crisi dei 
provini cilindrici soggetti alle prove di carico: in essi, infatti, le superfici di scorrimento isolano, 
come già ricordato, una parte centrale a forma di “rocchetto”, evidente conseguenza di una non 
costanza della pendenza delle superfici di scorrimento stesse. 

Si può notare, inoltre, che una più precisa individuazione della natura e dell’entità delle 
aliquote che vanno a formare i valori sperimentali dello spostamento radiale non è importante solo 
per la comprensione del meccanismo di crisi del calcestruzzo non confinato, ma permette anche di 
valutare con maggior precisione la risposta al processo di carico del calcestruzzo confinato. Infatti, 
l’effetto di confinamento offerto dal rinforzo viene mobilitato dal valore complessivo dello 
spostamento radiale ma agisce singolarmente sulle sue diverse aliquote comportando effetti diversi 
sulla rigidezza globale e sullo stato di sforzo interno del provino: 

 Il confinamento esterno agisce sulla quota dello spostamento radiale dovuta all’apertura delle 
fessure ostacolando tale apertura e, quindi, limitando lo scorrimento tra le superfici del crack 
principale. A livello dei “denti” della superficie scabra del crack principale, tale azione esterna 
corrisponde ad un apparente aumento del coefficiente di attrito interno del calcestruzzo o, 
equivalentemente, ad un cono di attrito di ampiezza maggiore: poiché il coefficiente di attrito 
corrisponde, nel piano di Mohr, alla tangente alla superficie limite, ne segue che, in presenza di 
confinamento, tale superficie sarà più ampia della corrispettiva superficie relativa al 
calcestruzzo non confinato e, quindi, l’attivazione del piano di scorrimento si avrà per valori 
maggiori di tensione normale. È allora possibile mettere in relazione le condizioni di 
propagazione della superficie di crisi con la percentuale di rinforzo esterno. 
Un’altra conseguenza dell’apparente maggior coefficiente di attrito è che, a parità di 
scorrimento relativo, ogni “dente” risulta sollecitato da una forza la cui componente verticale è 
maggiore rispetto al caso di assenza di rinforzo. 

 Il confinamento esterno agisce sulla quota dello spostamento radiale dovuta all’effetto Poisson 
trasferendo al provino un campo di tensioni radiali e riducendo la deformazione radiale. Poiché, 
per effetto Poisson e per il vincolo allo spostamento assiale imposto dal piatto superiore della 
pressa, il contenimento delle deformazioni radiali si riflette, a parità di spostamento verticale del 
piatto superiore, in un incremento di sforzo assiale di compressione rispetto al caso di provino 
non confinato, si può affermare che, anche in questo secondo caso, il confinamento comporta un 
effetto sul campo tensionale sia in direzione radiale, sia in direzione assiale. Però, mentre nel 
caso precedente l’incremento di tensione assiale si verifica in corrispondenza delle superfici di 
scorrimento per effetto di una interfaccia dalle apparenti migliori caratteristiche meccaniche, in 
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questo caso l’incremento di tensione assiale è un fenomeno che interessa contemporaneamente 
tutti gli intorni infinitesimi di materiale. 
Sempre a proposito del calcestruzzo confinato, si può osservare che, nel piano di Mohr, per la 

presenza di uno stato di triassialità crescente col progredire del processo di carico, lo “stress path” 
viene individuato, fino al raggiungimento della superficie limite, da una retta a minore pendenza 
rispetto all’analoga retta del calcestruzzo non confinato. Inoltre, una volta raggiunta la superficie 
limite, la tensione radiale trasmessa dal rinforzo, essendo crescente col carico esterno, permette ai 
circoli di Mohr di muoversi in tangenza alla superficie limite per un tratto maggiore rispetto al caso 
di assenza di rinforzo. 

L’ultima considerazione che si intende fare deriva dall’osservazione dei diagrammi 
carico/spostamento dei cilindri confinati con materiali compositi: da questi diagrammi, che possono 
in prima approssimazione essere considerati delle bilatere, appare evidente che, all’aumentare della 
percentuale di rinforzo, il primo ramo non manifesta sostanziali variazioni di pendenza, mentre il 
secondo assume pendenze via via maggiori. Se si ipotizza che il primo ramo di carico corrisponda 
alla fase in cui è ancora lecito confondere la sezione resistente con la sezione nominale e che il 
secondo ramo di carico corrisponda alla fase di propagazione della frattura con conseguente degrado 
della sezione resistente, questo risultato sperimentale assume un preciso significato fisico. 
L’aumento di percentuale di rinforzo esterno, infatti, ostacolando l’apertura delle lesioni interne, 
ostacola anche il degrado della sezione resistente riducendo così la differenza tra il comportamento 
macroscopico del provino ed il comportamento microscopico del calcestruzzo: ne segue che la 
differenza fra l’andamento dei diagrammi carico/spostamento e tensione effettiva/deformazione 
effettiva decresce all’aumentare della percentuale di rinforzo esterno e che, al limite, un ipotetico 
diagramma carico/spostamento ricavato per spessore infinito del rinforzo ha lo stesso andamento del 
legame costitutivo del calcestruzzo. 

Ovviamente, perché questo ragionamento sia valido, è necessario che il rinforzo esterno non 
sia in grado di sopportare carichi assiali e, quindi, una forma plausibile del legame costitutivo del 
calcestruzzo può ricavarsi, per esempio, dall’osservazione di provini cilindrici fasciati con 
un’altissima percentuale di fogli in materiale composito, mentre non sono utilizzabili allo scopo 
prove sperimentali su tubi in composito riempiti di calcestruzzo. 

 
 

2.2. Meccanica del Continuo Danneggiato 
 

Caratteristica saliente della meccanica del Continuo Danneggiato sono alcune quantità scalari, 
vettoriali o tensoriali, definite come variabili di danno, alle quali vengono relazionate la perdita di 
capacità portante, l’aumento di deformabilità ed in genere tutte le trasformazioni irreversibili del 
materiale. Tramite una legge di evoluzione, le variabili di danno vengono successivamente 
relazionate alle grandezze macroscopiche esterne. 

L’estensione della Meccanica del Continuo Danneggiato ai materiali fragili, ed in particolare al 
conglomerato, è avvenuta in quest’ultimo decennio per merito di Kachanov [1980], Loland [1980], 
Krajcinovic e Fonseka [1981], Krajcinovic [1983], Lorrain e Loland [1983] Simo e Ju [1987], Ju e 
al. [1989], Mazars e Pijaudier-Cabot [1987]. 

La Meccanica del Continuo Danneggiato si inquadra, da un punto di vista teorico, nella 
Termodinamica con variabili interne [Coleman e Gurtin, 1967], estensione ai processi irreversibili 
della Termodinamica classica. Questa ultima tratta delle differenti forme di energia presenti in un 
sistema termomeccanico e di come queste possano trasformarsi fra loro. Poiché la teoria è 
sufficientemente consolidata, [Coleman e Gurtin, 1967; Pister, 1972; Nemat Nasser, 1975; 
Billington e Tate, 1981], si riportano esclusivamente gli aspetti essenziali. 

La rappresentazione degli stati di equilibrio di un sistema termomeccanico necessita la 
conoscenza delle seguenti grandezze: u = vettore spostamento, σ = tensore delle tensioni, b = vettore 
delle forze di volume, e = energia interna specifica, η = entropia interna specifica, q = vettore flusso 
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di calore, r = calore specifico prodotto nell’unità di tempo, T = temperatura assoluta. Tali grandezze 
devono soddisfare alle equazioni di equilibrio, di conservazione della massa e ai due principi della 
Termodinamica. 

Il primo principio è una legge di conservazione energetica in cui si introduce un’energia 
termica quando la differenza fra energia potenziale e cinetica non si mantiene costante: 

 
dLdQdEdU cin +=+  

 
con U = energia interna, cinE  = energia cinetica del sistema, L = lavoro delle forze esterne compiuto 
sul sistema e dQ = quantità di calore assorbita dall’esterno. Per confronto con l’espressione del 
lavoro meccanico delle tensioni interne: 

 

∫=−= dVddEdLdL cini εσ , 

 
si ottiene la relazione di bilancio energetico termico: 

 
idLdQdU += . 

 
La precedente relazione, valida per un generico elemento di volume e per qualsiasi intervallo di 

tempo dt, può scriversi: 
 

( )
••

+−= εσρρ qdivre . 
 

Il secondo principio della Termodinamica stabilisce, invece, come possano trasformarsi le 
diverse forme energetiche presenti nel primo principio. A partire, infatti, da un certo stato di 
equilibrio non possono essere raggiunti altri stati di equilibrio con uguale, o minore, energia interna, 
attraverso una trasformazione adiabatica ed isometrica. 

Per individuare il verso delle trasformazioni viene, allora, introdotta una grandezza di stato, 
entropia S, definita nella Termomeccanica classica solo per stati di equilibrio: 

 

dS
T

dQ
≤ . 

 
L’entropia è una grandezza non decrescente che non può essere misurata, ma solo 

calcolata, nel caso di trasformazioni reversibili. In questo caso nella relazione precedente vale 
il segno di uguaglianza. Indicata con η l’entropia per unità di massa si ottiene: 

 

0≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

•

T
qdiv

T
rρηρ , 

 
( ) 0≥−+−

•••

T
TgradqeT εσρηρ . 

 
È conveniente introdurre la variabile di stato energia libera di Helmotz: 

 
TSUH −= , 
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per sostituire nelle relazioni precedenti l’energia interna U. sia ψ la stessa grandezza per unità di 
massa: 

 
ηψ Te −= , 

 
che, introdotta nella precedente e per un processo isotermo, conduce alla seguente espressione 
(disequazione di Clausius): 
 

( )
T

Tgradq−≤
••
εσψρ . 

 
Nel caso di trasformazioni irreversibili, la grandezza entropia non è più definita univocamente, 

in quanto non vale il segno di uguaglianza per alcuna delle relazioni riportate. Di conseguenza non è 
più possibile rappresentare nello spazio delle variabili di stato l’evolversi dei processi irreversibili 
del sistema. Tutto ciò è in accordo col fatto che la temperatura di un corpo può essere valutata solo 
se lo stesso ha raggiunto uno stato di equilibrio termico, in quanto misurabile sulla superficie ed in 
seguito attribuita a tutto il volume del corpo. 

Nella Termodinamica dei processi irreversibili [Coleman e Gurtin, 1967; Nemat Nasser, 1975] 
è necessario, allora, postulare l’esistenza di una temperatura assoluta misurabile anche in condizioni 
di non equilibrio. Bisogna inoltre specificare la produzione di entropia interna intS , legata alle 
modalità dissipative del materiale.: 
 

intTdSdQTdS += , 
 

∫=
V

dVdTdS ργint . 

 
In questa relazione γ rappresenta l’entropia prodotta per unità di massa qualora non vi sia 

scambio di calore con l’esterno. La disequazione di Clausius si riscrive allora: 
 

( ) •••
−−≤ γρεσψρ

T
Tgradq . 

 
Si supponga ora che i fenomeni dissipativi del materiale possano essere identificati da un set di 

variabili di stato, denotate con ξ e dette interne perché inaccessibili all’osservazione diretta. Per 
definizione, durante una qualsiasi trasformazione reversibile, le variabili interne mantengono valore 
costante. Disaccoppiando il problema meccanico da quello termico [Coleman e Gurtin, 1967; Pister, 
1972; Nemat Nasser, 1975], in un processo isotermo, l’energia libera di Helmotz per unità di massa 
è funzione delle solo coordinate di deformazione e delle variabili interne: 

 
( )ξεψψ ,= . 

 
Di conseguenza: 

 

γεσ
ρ

ξ
ξ
ψε

ε
ψψ ddddd −=

∂
∂

+
∂
∂

=
1 . 

 
Dal confronto tra la precedente con la disequazione di Clausius si ricava: 
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ε
ψ

ρ
σ

∂
∂

=
1 , 

 

0≥
∂
∂

−=
•
ξ

ξ
ψγ . 

 
Per poter definire completamente la risposta del sistema meccanico è necessario definire la 

legge di evoluzione delle variabili interne ξ, in funzione del valore attuale delle stesse e delle 
coordinate di deformazione, o specificando maggiormente le modalità dissipative del materiale. 

Ad esempio, in forma del tutto generale, è possibile porre: 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∂
∂

−
•
ξξε

ξ
ψ ,,Q , 

 
da cui: 
 

•
= ξγ Q . 

 
La risposta del sistema è quindi ricondotta alla soluzione del sistema di equazioni differenziali: 

 
( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

∂
∂

=

•
γξ

ε
ξεψ

ρ
σ

Q

,1
 

 
Nella scelta delle variabili interne ξ, e della loro evoluzione temporale, è necessario rispettare 

che le stesse siano effettivamente variabili di stato e che non venga violato il secondo principio della 
Termodinamica. Come ulteriore requisito si può richiedere che siano in numero minimo per 
descrivere la risposta del materiale. Qualora le variabili interne adottate rappresentino un possibile 
meccanismo fisico dissipativo, allora successivi raffinamenti del modello possono venire introdotti 
direttamente sulle variabili interne, riducendo l’arbitrarietà del modello stesso. 

In generale, per determinare la risposte di un materiale ad un determinato processo 
termodinamico dissipativo è necessario stabilire un funzionale di risposta che, attraverso la storia 
passata ed il valore attuale delle variabili indipendenti (es. deformazioni), permetta di determinare il 
valore attuale delle variabili dipendenti (es. tensioni). È il caso di un integrale ereditario nella teoria 
della viscosità o del lavoro plastico nella teoria della plasticità. 

È immediato, allora, riscontate il vantaggio ottenuto dall’uso delle variabili interne, poiché 
ampliando le dimensioni dello spazio delle variabili di stato, la determinazione della risposta del 
materiale non richiede la memorizzazione di tutta la storia di trasformazioni subite dallo stesso, ma 
necessita solo la conoscenza dei valori attuali delle variabili indipendenti originarie e delle nuove 
variabili interne introdotte. 

Nella modellazione dei materiali fragili le variabili interne sono variabili di danno e verranno 
indicate con il simbolo d. Nel caso più semplice, d è uno scalare e definisce conseguentemente uno 
stato di danno isotropo. Per rappresentare il livello di danno raggiunto nel materiale, si confronta la 
configurazione attuale del corpo con una ideale configurazione nella quale il materiale non presenta 
difetti interni. 

Il materiale integro possiede una energia libera di Helmotz per unità di volume data dalla 
relazione: 
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εεψ 00 2
1 DT= , 

 
con 0D  matrice di rigidezza del materiale integro, simmetrica e definita positiva. La stessa 
grandezza viene definita per il materiale danneggiato [Simo e Ju, 1987; Ju e al. 1989]: 

 
( ) 01 ψψ d−= , 

 
con d variabile di danno compresa fra zero e uno. Le tensioni risultano: 

 

( ) ( ) εε
ε

ψ
ε
ψσ DDdd =−=

∂
∂

−=
∂
∂

= 0
0 11 , 

 
dove ( ) 01 DdD −=  è la matrice secante del materiale danneggiato. Per un valore di danno nullo, D 
coincide con 0D  e la deformabilità del materiale è pari a quella del materiale integro. Per un valore 
di danno unitario, D si annulla, non essendo più in grado il materiale completamente fratturato di 
sopportare alcuna tensione interna. 

Il secondo principio della Termodinamica richiede che l’energia dissipata per unità di volume 
sia una quantità non negativa. Si ricava: 

 

00 ≥=
∂
∂

−=
••
dd

d
ψψγ . 

 
Essendo 0ψ  una quantità sicuramente positiva, ne consegue che la legge di evoluzione della 

variabile di danno deve essere sempre non decrescente. Qualora si vogliano modellare richiusure di 
lesioni sarà quindi necessario considerare, nel bilancio energetico, altre forme di energia, ad esempio 
chimica, per soddisfare la seconda legge della Termodinamica. 

La precedente stabilisce che la funzione densità di energia elastica del materiale non 
danneggiato, 0ψ , è la grandezza termodinamicamente coniugata alla variabile di danno, d. 

Nei materiali fragili, trascurando in prima approssimazione le deformazioni plastiche ed i 
fenomeni di isteresi, non si ha dissipazione energetica durante le fasi di scarico. In questo caso il 
parametro di danno rimane costante e la relazione costitutiva si scrive come: 

 
( ) εσ 01 DdM−= , 

 
con Md  valore massimo del danno raggiunto durante la fase di carico. La rigidezza del materiale 
allo scarico ( ) 01 DdM− , supposto noto 0D  permette di determinare il massimo livello di danno 
raggiunto. 

 
2.2.1. Evoluzione del danno 
 

Nel caso di danneggiamento isotropo si caratterizza il livello di danno attraverso una misura 
equivalente del danno, ζ, in relazione alla quale sono definiti una soglia inferiore, 0r  proprietà del 
materiale, ed il valore massimo r raggiunto nella storia di carico [Simo e Ju, 1987; Ju e al, 1989]: 
 

( )ζmax,max 0rr = . 
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Nel caso di colonne in calcestruzzo non armate internamente e con sole fasciature esterne, la 
definizione della pressione laterale di confinamento e della effettiva area di conglomerato confinata 
non sono più problematiche e le formulazioni analitiche possono assumere una forma semplificata. 

 
 

9.2. Risultati sperimentali 
 

Si presentano ora le determinazioni eseguite presso il LaRM dell’Università di Bologna su 
cilindri in calcestruzzo e colonne in c.a. rinforzate con due diversi tipi di composito fibroso e 
secondo diversi spessori di ricoprimento. 

La Tabella 9.2.1 riassume i valori sperimentali medi ottenuti saggiando provini standard di 
conglomerato. La simbologia adottata è la seguente: 

dE : modulo elastico tangente; 

sE : modulo elastico secante, calcolato sulla secondo tratto ascendente di carico, tra circa 1/5 e 1/2 
del carico di rottura medio dei campioni non rinforzati; 

m : massa volumica; 
lV : velocità di attraversamento di impulsi ultrasonici; 

cf : resistenza a compressione; 

bf : resistenza a trazione indiretta; 

ff : resistenza a flessione; 
s : spessore di uno strato di tessuto composito fibroso; 

tuε : deformazione ultima in trazione 

cε : deformazione corrispondente alla resistenza a compressione; 

cuε : deformazione ultima in compressione; 
ν : coefficiente di Poisson. 

 
 

Tabella 9.2.1. Caratterizzazione del conglomerato cementizio. 
 

m Vl fc fb 
 

Gruppo di 
campioni Kg/mc m/s MPa MPa 

 

cubi cls 
 

 

2320 
 

4270 
 

40.7 
 

4.1 

 
m Vl ff 

 

Gruppo di 
campioni Kg/mc m/s MPa 

 

prismi cls non rinf 
 

 

2402 
 

4542 
 

4.6 

 
 

Le caratteristiche di miscela del conglomerato impiegato sono di seguito riportate: 
– dosaggio di cemento PTL 425: 400 Kg/m³; 
– 1 parte in peso di ghiaia frantumata: diametro variabile da 8 a 15mm; 
– 4 parti in peso di misto sabbia (sabbia e sabbione): diametro variabile da 0 a 8 mm; 
– rapporto A/C=0.52; 
– additivo fluidificante in quantità pari all’1% in peso del cemento. 

Le caratteristiche meccaniche dei fogli di rinforzo, riferite allo spessore del tessuto di fibre 
secche, sono presentate nella Tabella 9.2.2. La sigla C indica un foglio di fibre unidirezionali di fibre 
di carbonio, la sigla V indica un tessuto di fibre di vetro (con un leggero ordito di fibre aramidiche). 
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Tabella 9.2.2. Caratteristiche meccaniche dei tessuti fibrosi di rinforzo impiegati. 
 

m E s ft εtu Contr. 
ton/mc GPa 

ν 
mm MPa % 

V 1.2 26 0.1 1.2 399 1.6 
C 1.1 235 = = 0.167 3510 1.5 

 
 
In generale, i materiali compositi fibrosi a matrice polimerica (indentificati dalla sigla FRP o 

Fiber Reinforced Polymer) presentano una risposta spiccatamente elastica lineare fino a rottura e, 
quindi, un limitato allungamento a trazione. 

 
 

9.2.1. Prove di compressione su cilindri di calcestruzzo 
 

Nelle prove di compressione su cilindri e colonne, si è acquisita la deformazione 
circonferenziale nella sezione a metà altezza, mediante una catena metallica a rulli, strumentata con 
trasduttore di spostamento. La deformazione assiale è stata misurata come rapporto tra lo 
spostamento relativo dei piatti della pressa e l’altezza iniziale del campione. 

 
 

Tabella 9.2.1.1. Risultati sperimentali sui cilindri fasciati e non. 
 

m Vl fc εcu Ed Es  
Tipo Kg/mc m/s MPa % GPa GPa 

 
Tipo rottura 

B 2337 4392 36.9 0.25 40.4 24.8 per schiacciamento  
C-1strato 2341 4400 47.6 0.80 40.8 22.8 Sovrapp.+crisi trazione fibre  
C-3strati 2340 4395 81.1 1.40 40.7 23.5 sovrapposizione  
V-1strato 2332 4393 52.3 1.80 40.6 24.1 rottura a trazione  fibre  
V-3strati 2337 4392 98.0 3.20 40.4 25.2 rottura a trazione fibre  
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Figura 9.2.1.1. Fusi di dispersione dei diagrammi tensione nominale/deformazione media per cilindri 
rinforzati e non rinforzati. 
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I cilindri di conglomerato cementizio non armato, aventi diametro pari a 15 cm ed altezza pari 
a 30 cm, sono stati preventivamente spianati sulle facce di contatto con i piatti della pressa. Per i 
campioni rinforzati con 1 strato di fibre di carbonio si è operata una sovrapposizione di 10 cm di 
tessuto, per i campioni rinforzati con 3 strati di fibre di carbonio si è operata una sovrapposizione di 
10 cm di tessuto per ogni strato, le sovrapposizioni sono state sfalsate di 120°C al fine di rendere il 
più simmetrico possibile il saggio di prova. 

Per i campioni rinforzati con 1 strato di fibre di vetro si è operata una sovrapposizione di 15 cm 
di tessuto, per i campioni rinforzati con 3 strati di fibre di vetro si è operata una fasciatura continua 
con sovrapposizione finale di 15 cm di tessuto. 

Tutte le prove sono avvenute tra i 7 e i 15 giorni dopo l’applicazione del composito di rinforzo. 
La Tabella 9.2.1.1 riporta i valori medi sperimentali ottenuti dalle prove di compressione e le 

modalità di rottura riscontrate. Per ogni tipologia di rinforzo si sono saggiati 3 campioni. 
La Figura 9.2.1.1 mostra i range dei risultati sperimentali ottenuti, in termini di tensione 

nominale-deformazione longitudinale media e di tensione nominale-deformazione circonferenziale 
media. 

Il significato dei simboli in figura è il seguente: B = campioni non rinforzati, C-1strato = 
campioni rinforzati con 1 strato di fibre unidirezionali di carbonio, C-3strati = campioni rinforzati 
con 3 strati di fibre unidirezionali di carbonio, V-1strato = campioni rinforzati con 1 strato di fibre di 
vetro, V-3strati = campioni rinforzati con 3 strati di fibre di vetro. 

 
 

9.2.2. Prove di compressione su colonne in c.a. 
 

Le colonne saggiate, aventi diametro di a 350 mm ed altezza di 800 mm, sono state realizzate 
in conglomerato cementizio armato, con armatura in acciaio tipo FeB44k costituita da barre 
longitudinali 16=Φ mm e staffatura circolare 6=Φ mm a 100 mm di interasse. Il copriferro è pari 
a circa 40 mm. Per ogni tipo di rinforzo, si sono saggiati 3 campioni. 

La Tabella 9.2.2.1 riporta i risultati sperimentali medi (la massa volumica è comprensiva della 
fasciatura esterna). 

 
 

Tabella 9.2.2.1. Risultati sperimentali sulle colonne in c.a. fasciate e non. 
 

m Vl fc εcu Ed Es  
Contr. 

campioni 
Kg/mc m/s MPa % GPa GPa 

 
Tipo di 
rottura 

C 2407 4334 37.6 0.3 40.7 23.7 schiacciamento cls 
CC-1strato 2435 4283 44.0 0.4 40.1 27.4 Scollamento sovrapp.e 

trazione fibre 
CC-3strati 2418 4271 57.3 1.3 39.7 22.0 Scollamento sovrapposizione 

CV-1 strato 2539 4466 56.7 0.4 45.6 23.1 Trazione fibre 
CV-2strati 2539 4270 55.1 0.6 41.7 21.3 Trazione fibre 

 
 

La fasciatura con tessuti in fibra di carbonio è stata applicata in 3 fasce, simmetriche rispetto 
alla sezione di mezzeria del campione, di cui 1 centrale di 33 cm di larghezza e 2 laterali di 21 cm di 
larghezza ciascuna. Le fibre sono state disposte unicamente in direzione circonferenziale. Per i 
campioni rinforzati con 1 strato di fibre di carbonio si è operata una sovrapposizione di 10 cm di 
tessuto. Per i campioni rinforzati con 3 strati di fibre di carbonio si è operata una sovrapposizione di 
10 cm di tessuto per ogni strato, le sovrapposizioni sono state sfalsate di 120°C, al fine di rendere il 
più simmetrico possibile il saggio di prova. Per i campioni rinforzati con 1 strato di fibre di vetro si è 
operata una sovrapposizione di 15 cm di tessuto. Per i campioni rinforzati con 2 strati di fibre di 
vetro si è operata una fasciatura continua con sovrapposizione finale di 15 cm di tessuto. 
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La Figura 9.2.2.1 riporta i range dei diagrammi tensione nominale/deformazione media (la 
deformazione circonferenziale è stata misurata a metà dell’altezza del provino). Il significato dei 
simboli in figura è il seguente: C = campioni non rinforzati, CC-1strato = campioni rinforzati con 1 
strato di fibre unidirezionali di carbonio, CC-3strati = campioni rinforzati con 3 strati di fibre 
unidirezionali di carbonio, CV-1strato = campioni rinforzati con 1 strato di fibre di vetro, CV-3strati 
= campioni rinforzati con 3 strati di fibre di vetro. 
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Figura 9.2.2.1. Inviluppi dei risultati sperimentali ottenuti sulle colonne non rinforzate. 

 
 

9.2.3. Considerazioni sulla curva volumetrica 
 

Nella fase oltre il carico massimo del conglomerato non rinforzato, il provino perde la propria 
omogeneità per l’ampio sviluppo di fessure che dipendono dalla geometria, cioè dalla struttura e non 
più dal materiale. Il rapporto tra deformazioni circonferenziali e deformazioni longitudinali (che fino 
al momento della fessurazione rappresenta il coefficiente di Poisson) nella fase di fessurazione 
attinge valori prossimi a 4, nel caso di materiale non confinato, e valori tra 0.5 e 1 nel caso di 
materiale confinato. 

Tale fenomeno si presta ad un’interessante interpretazione grafica, per mezzo della curva delle 
deformazioni volumetriche (o curva volumetrica): 

 
clv εεε 2+= , 

 
dove: 

lε  è la deformazione longitudinale; 

cε  è la deformazione circonferenziale. 
In quanto segue, la deformazione volumetrica si intenderà positiva se comporta diminuzione di 

volume. 
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Generalmente, le curve volumetriche presentano un primo tratto lineare, che corrisponde ad 
una fase di comprimibilità, cioè di diminuzione del volume ed un secondo tratto non lineare che 
corrisponde ad una fase di propagazione stabile delle microfessure. In certi, casi può instaurarsi una 
propagazione instabile delle fessure, da cui si instaura il fenomeno della coalescenza di più fessure 
in un’unica fessura. In altre parole, esiste un punto della curva volumetrica in cui essa assume valore 
massimo e che corrisponde alla massima diminuzione di volume del solido, dovuta alla 
compressione. In questo punto di minimo volume si ha condizione di deformazione isocorica, cioè a 
volume costante. A questa fase segue un aumento del volume perché la comprimibilità è contrastata 
dal collegamento reciproco delle varie fessure. Quindi, se inizialmente si ha, per compressione, una 
“chiusura” dei vuoti presenti nel solido di prova (porosità), in seguito si manifesta un fenomeno per 
così dire opposto di enucleazione di nuove fessure e collegamento di alcune delle fessure esistenti. 

Le Figure 9.2.3.1 e 9.2.3.2 riportano gli inviluppi della deformazione volumetrica, 
sperimentalmente ottenuti, rispettivamente, per i cilindri e per le colonne. 

Il punto di flesso, che precede il punto di minimo volume, corrisponde alla deviazione in 
aumento oltre l’usuale valore 0.2 del modulo di Poisson. Per livelli tensionali inferiori a quello 
corrispondente al punto di flesso, la deformazione volumetrica cresce in maniera più che 
proporzionale alla tensione. Oltre il flesso accade il contrario. 

Dal confronto tra le curve volumetriche ed i diagrammi tensione nominale/deformazione 
media, si osserva, inoltre, che le curve di scarico al di sotto del livello tensionale corrispondente al 
punto di minimo volume (non riportate in figura per chiarezza di rappresentazione) rivolgono la 
propria concavità all’asse delle tensioni, mentre quelle di ricarico rivolgono la propria concavità 
all’asse delle deformazioni. Al contrario, oltre la tensione di minimo volume, le curve di scarico 
rivolgono la propria concavità verso l’asse delle deformazioni e quelle di successivo ricarico verso 
l’asse delle tensioni. 
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Figura 9.2.3.1. Inviluppi della deformazione volumetrica per i cilindri saggiati, deformazioni volumetriche 
di volume positive significano diminuzioni di volume. 

 
 

Inoltre, nel caso di provini non confinati, la volumetrica è “governata” dalle deformazioni 
circonferenziali e si sviluppa nel campo delle deformazioni negative (convenzione dei materiali 
fragili). Nel caso di provini con 1 solo strato di rinforzo, si risente del confinamento e si hanno 
deformazioni trasversali più contenute, con uno sviluppo più modesto della volumetrica nel campo 
delle deformazioni negative. La situazione addirittura si inverte con 3 strati di rinforzo: dopo un 
andamento qualitativamente analogo ai precedenti fino al punto di minimo volume, la tangente 
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assume inizialmente valore negativo per poi tornare positiva. Questo secondo punto di inversione 
del segno della tangente corrisponde al momento in cui l’effetto di confinamento del rinforzo 
diventa preponderante sulla deformabilità circonferenziale del calcestruzzo per effetto Poisson e 
propagazione del quadro fessurativo. 
 
 

0

10

20

30

40

50

60

70

-20000 -15000 -10000 -5000 0 5000

Deformazione volumetrica  [mm/km]

Tensione  [MPa]C

CC-1strato

CC-3strati

CV-1strato

CV-2strati

C

CC-1strato CC-3strati

CV-1strato
CV-2strati

 
 

Figura 9.2.3.2. Inviluppi della deformazione volumetrica per le colonne saggiate, deformazioni 
volumetriche di volume positive significano diminuzioni di volume. 

 
 

La modalità di crisi dei provini rinforzati con vetro e lunghezza di sovrapposizione della 
giunzione pari a 15 cm è data dallo strappo del tessuto per raggiungimento della deformazione 
ultima a trazione. La rottura della sovrapposizione si manifesta invece nei provini rinforzati con 
fibra di carbonio e con lunghezza di sovrapposizione pari a 10 cm. Quest’ultimo meccanismo deve 
essere evitato perché provoca crisi dei provini per carichi inferiori a quelli attesi. Analogamente, la 
deformazione circonferenziale ultima raggiunta dai campioni saggiati è quasi sempre inferiore alla 
deformazione ultima in trazione monoassiale della fibra. A giustificazione di questi risultati, è il 
danneggiamento localizzato che il provino subisce nelle zone di estremità a contatto con i piatti della 
pressa. In queste zone, infatti, si registrano forti deformazioni che portano al collasso prematuro del 
rinforzo. 

 
 

9.3. Modello di interfaccia solido cilindrico in calcestruzzo/tessuto in 
FRP 

 
Dalle prove sperimentali eseguite su provini cilindrici in calcestruzzo fasciati con materiali 

compositi, è emerso che il contributo della fasciatura inizia ad essere sensibile solo a partire da un 
determinato valore di spostamento relativo v̂  dei piatti della pressa. Infatti (Figura 9.3.1), i 
diagrammi sperimentali carico/spostamento relativi ai provini rinforzati con tessuti in materiale 
polimerico conservano la stessa tangente all’origine dei diagrammi sperimentali carico/spostamento 
relativi ai provini non rinforzati. Inoltre, i diagrammi relativi ai provini fasciati non si discostano 
sensibilmente da quelli relativi ai provini non fasciati fino al valore di spostamento relativo v̂ , segno 
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evidente che, fino a questo valore di spostamento relativo, la fasciatura non è ancora entrata in 
coazione. 

 
 

 
Figura 9.3.1. Confronto tra i diagrammi carico/spostamento ottenuti per provini cilindrici non rinforzati, rinforzati 
con 1 strato di tessuto polimerico in fibra di carbonio e rinforzati con 3 strati di tessuto polimerico in fibra di carbonio. 

 
 
Questo comportamento si riflette sulla forma delle curve volumetriche rilevate 

sperimentalmente. Come noto, tali curve, quando riferite a provini in calcestruzzo in compressione 
monoassiale (Figura 9.3.2), si sviluppano inizialmente in campo negativo in modo proporzionale al 
carico esterno, per poi assumere tangente verticale ed invertire tendenza, fino ad entrare in campo 
positivo. 

Usualmente, la prima parte della curva, fino al punto in cui la tangente diventa verticale, viene 
detta zona a comportamento contraente, mentre la parte rimanente della curva viene detta zona a 
comportamento dilatante. Queste diciture sottintendono l’idea che un volume infinitesimo di 
calcestruzzo compresso possa indifferentemente esibire variazione volumetrica negativa, ovvero 
positiva, in funzione del generico passo di carico. La ricaduta sul modulo di Poisson del calcestruzzo 
di una tale ipotesi è l’assunzione di leggi di variazione funzioni dello stato di sollecitazione o, 
equivalentemente, di deformazione. In realtà, come osservato al §…, ricavando le leggi di 
variazione del modulo di Poisson da misure di deformazione rilevate internamente al nocciolo 
resistente, e non superficialmente, si può assumere che il modulo di Poisson sia sensibilmente 
indipendente dallo stato di sollecitazione e di deformazione. In tutto quanto verrà detto nel seguito, 
allora, occorre ricordare che, essendo la curva volumetrica identificata sperimentalmente a partire da 
misure di deformazione rilevate superficialmente, essa denota sempre una proprietà caratteristica 
della struttura (in questo caso il provino cilindrico) e non del materiale. 

Precisato questo, è lecito aspettarsi che il contributo di un rinforzo applicato sulla superficie 
esterna di un provino cilindrico si rifletta in una curva volumetrica in cui il comportamento dilatante 
sia sensibilmente ridotto, se non del tutto assente. A causa della tardiva entrata in coazione dello 
strato di rinforzo, però, si ottengono curve volumetriche sperimentali che ricalcano per buona parte 
della prova di carico le curve ottenute in assenza di rinforzo (Figure 9.2.3.1 e 9.2.3.2). In effetti, la 
fasciatura inizia ad esercitare un contributo significativo proprio al subentrare del comportamento 
dilatante della struttura. Quest’ultimo risulta ridotto in misura crescente con lo stato di coazione del 
rinforzo superficiale, fino a scomparire del tutto e lasciare il posto ad una seconda zona a 
comportamento contraente. 

Non rinforzato 

1 strato di rinforzo 

3 strati di rinforzo 

N 

v v̂  
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Figura 9.3.2. Curve volumetriche relative a provini non rinforzati e a provini rinforzati: per convenzione, 
i valori di deformazione volumetrica riportati sul semiasse positivo delle x sono quelli negativi. 

 
 

L’esistenza di un valore minimo di spostamento relativo al di sotto del quale lo strato di 
rinforzo non entra in coazione può essere giustificato a partire dall’analisi dell’interfaccia 
calcestruzzo – rinforzo. Infatti, tenendo anche conto di eventuali problemi di accoppiamento, è lecito 
assumere che tale interfaccia, rappresentata da resina epossidica, si deformi con rigidezza nulla fino 
ad un determinato valore di deformazione, superato il quale inizi a trasmettere il carico in modo 
pressoché perfetto. 
 
 

 
Figura 9.3.3. Legame costitutivo adottato per l’interfaccia calcestruzzo – strato di rinforzo. 

 
 

Per tenere conto dell’evidenza sperimentale, nella modellazione dell’interfaccia calcestruzzo-
tessuto in FRP del cilindro fasciato compresso si è introdotto un legame costitutivo a bilatera . 
L’andamento qualitativo del modello d’interfaccia è illustrato in Figura 9.3.3, in cui tε  e tσ  

tσ  

tε  εν ˆ  

Provino non fasciato 

Provino fasciato 

σ 

εvol 
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rappresentano, rispettivamente, la deformazione e la tensione in direzione trasversale al provino 
(ortogonale al tessuto in composito), mentre il valore ε̂  è così definito: 

 

h
v̂ˆ =ε , 

 
con v̂  spostamento relativo in direzione longitudinale per il quale il tessuto entra in coazione e h 
altezza del provino. 

Con il modello di interfaccia adottato, la resina assorbe lo spostamento radiale per effetto 
Poisson del provino cilindrico senza assumere carico fino al valore di deformazione εν ˆ . 
Oltrepassato questo valore di deformazione, la resina si comporta rigidamente, trasmettendo al 
rinforzo lo spostamento radiale senza deformarsi ulteriormente. 

 
 

9.4. Programma di simulazione analitica 
 
Il programma di simulazione analitica utilizzato per la modellazione del comportamento 

macroscopico dei solidi compressi in calcestruzzo fasciati con tessuti in FRP è un’estensione del 
programma utilizzato per la modellazione del comportamento macroscopico dei solidi compressi in 
calcestruzzo non fasciati (Capitolo 7). 

L’estensione consiste nell’imposizione di forze concentrate sul contorno esterno del cilindro 
che tengano conto dell’azione confinante del composito applicato. Tale imposizione viene fatta in 
accordo con il modello di interfaccia solido cilindrico in calcestruzzo/tessuto in FRP presentato al 
§9.3. In particolare, detto maxsp  lo spostamento massimo in direzione radiale che un cilindro di 
raggio r può esibire senza mandare in coazione la fibra, finché la circonferenza c della 
configurazione deformata della generica sezione trasversale del solido cilindrico in calcestruzzo si 
mantiene inferiore al valore: 
 

( )maxmax 2 sprc += π , 
 

si ricade nel caso già esaminato di modellazione del comportamento macroscopico dei solidi 
compressi in calcestruzzo non fasciati. 

Questa assunzione equivale all’ipotesi secondo la quale la tecnica seguita per l’applicazione 
del tessuto in FRP non è in grado di garantire una perfetta adesione tra il tessuto stesso e la 
superficie laterale del solido cilindrico in calcestruzzo. Da ciò segue che il tessuto all’atto 
dell’applicazione risulta, per così dire, “lento”, per un eccesso di tessuto applicato rispetto a quello 
strettamente necessario per fasciare in aderenza perfetta la superficie laterale del solido cilindrico in 
calcestruzzo. Secondo questa ipotesi, il tessuto in FRP inizia a lavorare solo quando la circonferenza 
c della configurazione deformata della generica sezione trasversale del solido cilindrico in 
calcestruzzo assume il valore maxc , corrispondente alla lunghezza delle strisce di tessuto 
effettivamente applicato. Da questo momento in poi, il tessuto inizia a deformarsi e la sua 
deformazione assume il valore: 
 

( )
( ) max

max

max

max

2
2

spr
spU

spr
sprr

+
−

=
+

−−′
=

π
π

ε , 

 
dove con r′  si è indicato il raggio della configurazione deformata, mentre con U si è indicato il 
valore assoluto dello spostamento in direzione radiale dei punti posti sulla generica sezione 
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trasversale del solido cilindrico in calcestruzzo. La deformazione è positiva in quanto corrisponde ad 
un allungamento delle fibre di composito. 

In seguito a questa deformazione, nel tessuto in FRP si instaura uno stato tensionale di trazione 
di valore: 
 

max

max

spr
spUE f +

−
=σ , 

 
avendo indicato con fE  il modulo elastico del tessuto in FRP. 

Le forze esterne e le forze interne che agiscono su di una striscia unitaria di tessuto in FRP 
solidale alla generica sezione trasversale del cilindro sono rappresentate in Figura 9.4.1, dove: 

rcσ  è la tensione radiale trasmessa al tessuto in FRP di altezza unitaria dal solido cilindrico in 
calcestruzzo; 

fF  è la risultante degli sforzi assiali di trazione che agiscono sulla generica sezione di altezza 
unitaria e spessore s del tessuto in FRP. 
 
 

 
Figura 9.4.1. Schema statico di una striscia unitaria di tessuto 
in FRP solidale alla generica sezione trasversale del cilindro. 

 
 

Con i simboli riportati in Figura 9.4.1, l’equilibrio della generica striscia unitaria di tessuto in 
FRP si esprime come segue: 

 

∫= 2

0
sen22

π

ϑϑσσ drs rcf  

 
avendo indicato con: 
 

s
Ff

f =σ , 

 
lo sforzo assiale di trazione che agisce sulla generica sezione di altezza unitaria e spessore s. Dalla 
condizione di equilibrio si ricava immediatamente: 
 

frc r
s σσ = , 

 
ovvero, per una generica configurazione deformata: 

ϑ

rs

Ff Ff 

rcσ
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frc r
s σσ
′

= , 

 
che esprime il legame tra la pressione di confinamento rcσ  e lo sforzo di trazione fσ  nel tessuto di 
FRP. 

 

 

Figura 9.4.2. Distribuzione delle tensioni in direzione assiale ( yσ ) senza FRP. 

 

 

Figura 9.4.3. Distribuzione delle tensioni in direzione assiale ( yσ ) con FRP. 
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Sostituendo in quest’ultima espressione il valore tensionale del tessuto in FRP ricavato in 
accordo con le considerazioni sul legame di interfaccia solido cilindrico in calcestruzzo/tessuto in 
FRP, si ottiene l’espressione esplicita della pressione di confinamento rcσ : 
 

max

max

spr
spUE

r
s

frc +
−

′
=σ . 

 
Tramite la variabile s, il modello analitico è in grado di valutare lo stato tenso-deformativo 

conseguente all’evoluzione del quadro fessurativo principale in un solido cilindrico in calcestruzzo, 
fasciato con un numero generico di strati di rinforzo di modulo elastico fE . 

L’incognita maxsp  che compare nella formula precedente è stata stimata per confronto con i 
dati sperimentali presentati al § 9.2.3, interpretando il subentrare della seconda fase contraente nelle 
curve volumetriche dei cilindri rinforzati come il momento in cui il tessuto di rinforzo in FRP entra 
in coazione. 

Le Figure 9.4.2 e 9.4.3 mettono a confronto lo stato tensionale in direzione assiale del solido 
cilindrico fessurato in calcestruzzo, fornito dal modello analitico sotto le ipotesi, rispettivamente, di 
assenza e di presenza di rinforzo esterno in FRP. La Figura relativa a questo secondo caso è stata 
ricavata nell’ipotesi che la deformazione circonferenziale del solido cilindrico sia tale da avere: 
 

maxspU >  
 
su tutte le sezioni trasversali. 

Come già fatto osservare al § 7.6, il modello analitico è in grado di evidenziare molto bene 
l’alterazione allo stato tensionale del solido cilindrico dovuta al propagarsi di un quadro fessurativo 
dominante. 

 
 

 
Figura 9.4.4. Distribuzione delle tensioni in direzione ortogonale all’asse ( xσ ) senza FRP. 
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Inoltre, il modello analitico è in grado di mettere in evidenza come l’applicazione del tessuto di 
rinforzo in FRP interagisca con la propagazione del crack dominante nella definizione dello stato 
tenso-deformativo del solido cilindrico in calcestruzzo. Infatti, se la Figura 9.4.2 restituisce 
un’immagine immediata del decremento di area resistente che si instaura nei solidi cilindrici non 
rinforzati per la propagazione del quadro fessurativo dominante, la Figura 9.4.3 restituisce 
un’immagine altrettanto immediata di come l’effetto confinamento offerto dal tessuto di rinforzo 
induca la parte del solido che si è scaricata per effetto della propagazione del crack a collaborare con 
la parte rimanente in misura crescente con la quantità di rinforzo applicato. Ciò si riflette in un 
valore di area resistente maggiore rispetto al caso non confinato e sensibilmente più vicino a quello 
dell’area nominale del solido cilindrico. 

Analoghe considerazioni valgono per il confronto tra lo stato tensionale in direzione radiale del 
solido cilindrico fessurato in calcestruzzo, fornito dal modello analitico sotto le ipotesi, 
rispettivamente, di assenza e di presenza di rinforzo esterno in FRP (Figure 9.4.4 e 9.4.5). 

 
 

 
Figura 9.4.5. Distribuzione delle tensioni in direzione ortogonale all’asse ( xσ ) con FRP. 

 
 

9.5. Risultati analitici 
 

I risultati analitici presentati in questo paragrafo sono relativi alla simulazione numerica delle 
prove di compressione su cilindri fasciati con fibro-rinforzati in carbonio presentati al § 9.2.1. 

Per quanto riguarda il valore di spostamento radiale maxsp  per il quale il tessuto di rinforzo 
entra in coazione, si è effettuata un’analisi numerica preventiva per verificare la sensibilità del 
modello adottato alla variazione di questo parametro. I risultati di questa analisi numerica preventiva 
relativi al provino cilindrico rinforzato con 3 strati di carbonio sono riportati in Figura 9.5.1, in 
termini di incidenza del parametro maxsp  sulla forma della curva volumetrica analitica. Come 
emerge dalla Figura 9.5.1, il risultato analitico relativo a 3 strati di tessuto di rinforzo in fibra di 
carbonio esibisce una zona a comportamento dilatante appena accennata, se non del tutto assente. In 
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ogni caso, è sempre possibile identificare due fasi a comportamento contraente, per la prima delle 
quali, la risposta strutturale è da imputare principalmente al comportamento del solido in 
calcestruzzo, mentre, per la seconda, la risposta strutturale è da imputare principalmente al 
contributo dello strato di rinforzo. 

Volendo identificare una zona di transizione fra le due zone a comportamento contraente, è 
possibile affermare che le variazioni del parametro maxsp  si riflettono in una traslazione di questa 
zona di transizione. In particolare, al decrescere del valore di maxsp  risulta amplificata la prima zona 
a comportamento contraente e la zona di transizione si sposta nella direzione delle deformazioni 
volumetriche negative. 

 
 

 
Figura 9.5.1. Incidenza del parametro maxsp  sulla forma della curva volumetrica analitica (con h si è indicato l’altezza del 
provino cilindrico). 
 
 

Il confronto tra le curve volumetriche analitiche ottenute per il cilindro non fasciato e per il 
cilindro fasciato, rispettivamente, con 1 e 3 strati di tessuto in fibra di carbonio viene invece 
presentato in Figura 9.5.2. L’andamento qualitativo delle curve in Figura 9.5.2 è in buon accordo 
con l’andamento osservato sperimentalmente. In particolare: 
– la curva volumetrica relativa al provino non fasciato presenta una prima zona a comportamento 

contraente ed una seconda zona a comportamento dilatante; 
– le curve volumetriche relative ai provini fasciati non denotano insorgere di comportamento 

dilatante, ma esibiscono zone a comportamento contraente il cui andamento può essere 
attribuito al prevalere sulla risposta strutturale delle caratteristiche meccaniche del provino in 
calcestruzzo, ovvero delle caratteristiche meccaniche del tessuto di rinforzo. 
Inoltre, come emerge dall’analisi numerica preventiva sulla forma della curva volumetrica 

analitica, l’andamento qualitativo può essere migliorato e reso più aderente al risultato sperimentale 
tramite studio parametrico sul parametro maxsp . 
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Figura 9.5.2. Curve volumetriche analitiche con e senza fasciatura in tessuto di fibra di carbonio. 
 

 

Figura 9.5.3. Curve carico - spostamento analitiche con e senza fasciatura in tessuto di fibra di carbonio. 
 
 
Infine, in Figura 9.5.3 si sono riportate le curve carico - spostamento analitiche ottenute per il 

cilindro non fasciato e per il cilindro fasciato con 1 e 3 strati di tessuto in fibra di carbonio. 
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Anche in questo caso, l’andamento qualitativo delle curve proposte è in buon accordo con 
l’andamento osservato sperimentalmente. In particolare: 
– la curva carico/spostamento relativa al provino non fasciato esibisce un ramo a comportamento 

softening; 
– le curve carico/spostamento relative ai provini fasciati esibiscono comportamento monotono 

crescente. 
Occorre osservare, a questo punto, che la risposta macroscopica analitica fornita dal modello è 

più rigida della risposta macroscopica sperimentale (Figure 9.5.4, 9.5.5 e 9.5.6). Ciò è dovuto alle 
semplificazioni introdotte nel modello utilizzato: in particolare, è lecito attribuire la maggiore 
rigidezza della risposta analitica all’ipotesi fondante il modello analitico, secondo la quale tutto il 
danno subito dal provino è concentrato in un unico macro-crack. In realtà l’evidenza sperimentale 
insegna che, accanto al macro-crack responsabile dell’attivazione della superficie di scorrimento 
principale, si attivano numerosi micro-crack secondari, localizzati nella parte periferica del provino 
isolata dal macro-crack. Come si è visto dall’analisi della mappatura dello stato tensionale (§ 7.6), 
questa parte periferica contribuisce anch’essa, seppur in maniera ridotta, al carico esterno applicato. 
L’attivazione di micro-crack nella zona periferica, allora, si riflette inevitabilmente in una risposta 
macroscopica meno rigida di quella che si ottiene analiticamente con l’ipotesi di un unico macro-
crack. 

Anche se passibile di ulteriori raffinamenti dal punto di vista quantitativo, il modello analitico 
proposto è comunque in grado di cogliere l’andamento qualitativo del fenomeno. Ovvero, è in grado 
di stimare, in accordo con l’evidenza sperimentale, la graduale scomparsa dell’andamento softening, 
che caratterizza il comportamento macroscopico dei provini in calcestruzzo non rinforzati, quando al 
provino vengano applicati strati continui di rinforzo in materiale composito. E, cosa di particolare 
rilievo, tutto ciò viene valutato a partire da una legge costitutiva del calcestruzzo di tipo monotono 
crescente, stimando la variazione di rigidezza strutturale del provino per l’evolversi di un quadro 
fessurativo dominante e lasciando come unica variabile del modello lo spessore dello strato di 
rinforzo esterno. 

 
 

 

Figura 9.5.4. Confronto tra la curva sperimentale e la curva analitica per il provino non rinforzato. 
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Figura 9.5.5. Confronto tra la curva sperimentale e la curva analitica per il provino rinforzato con 1 strato di FRP. 
 
 

 

Figura 9.5.6. Confronto tra la curva sperimentale e la curva analitica per il provino rinforzato con 3 strati di FRP. 
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Ferretti Elena 
Modellazione del Comportamento del Cilindro Fasciato in Compressione 

CAP. 10. CONSIDERAZIONI FINALI 
 

 
 
La modellazione del comportamento del cilindro fasciato in 

compressione, oggetto di questa Tesi di Dottorato, richiede la conoscenza 
preventiva delle proprietà costitutive del calcestruzzo e del tessuto in materiale 
composito usato per il rinforzo esterno, oltre che di quelle dell’interfaccia 
calcestruzzo – strato di rinforzo. 

Per quanto riguarda la caratterizzazione meccanica dei tessuti in materiale 
composito, si può ritenere che le determinazioni sperimentali presenti in 
letteratura siano sufficientemente accurate (Capitolo 8). 

Analogamente, le caratteristiche dell’interfaccia calcestruzzo – strato di 
rinforzo sono facilmente identificabili dall’esame dei risultati delle campagne 
sperimentali condotte, in un esteso arco di anni, presso in La.R.M. della Facoltà 
di Ingegneria di Bologna, che indicano un accoppiamento tra i due materiali 
dipendente dal valore di spostamento radiale del solido di prova (§ 9.3). 

Per quanto riguarda, invece, ciò che viene comunemente indicato come 
legame costitutivo del calcestruzzo, la non obiettività di tale legame nei 
riguardi degli effetti dimensionali e delle condizioni di carico triassiale e 
l’impossibilità di associare un significato fisico al ramo softening di un legame 
caratterizzante l’intorno infinitesimo (§ 1.1) impongono di ideare un approccio 
innovativo di identificazione, a partire dai risultati sperimentali. 

Sempre nel caso di solidi fasciati, o in generico stato di triassialità, anche 
il modulo di Poisson, per come viene comunemente identificato, fornisce valori 
in netto disaccordo con i limiti fisici di accettabilità (§ 1.1). Ancora una volta, 
quindi, si rende necessario individuare un processo di identificazione di una 
proprietà costitutiva del calcestruzzo più aderente alla realtà fisica. 

La necessità di porre l’attenzione sull’accuratezza dell’identificazione 
delle proprietà costitutive del calcestruzzo sembra essere confermata anche 
dalla difficoltà con la quale le modellazioni presentate fino ad oggi in 
letteratura riescono a descrivere il comportamento dei solidi fasciati, al variare 
dello spessore dello strato di rinforzo esterno (§ 1.1). I migliori risultati ottenuti 
in questa direzione sono fondati su concetti derivati dalla Meccanica del 
Continuo Danneggiato e dalla Meccanica della Frattura con Danno (§ 2.2, 2.3). 
Anche in questi casi, tuttavia, le modellazioni riescono a descrivere solo la 
singola prova sperimentale, agendo, di norma, su un certo numero di parametri, 
spesso non associati ad un preciso significato fisico. 

 
 
Per tutti questi motivi, la modellazione oggetto della Tesi di Dottorato ha 

richiesto un’approfondita indagine preventiva, di carattere analitico e 
sperimentale (Capitoli 3, 4 e 5), su solidi compressi cilindrici in calcestruzzo 
non fasciati. 

L’analisi dei risultati sperimentali di questa indagine preventiva è stata 
imperniata sul tentativo di discriminare tra i vari fattori che concorrono a 
determinare un risultato sperimentale (§ 1.2), con particolare attenzione alla 
variazione del “peso” che i singoli fattori assumono sul risultato finale al 
procedere del processo di carico. 

In particolare, è emerso che il “peso” esercitato sul risultato sperimentale 
dalle proprietà costitutive del materiale di cui è composto il solido di prova, pur 
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essendo considerevole, sotto certe condizioni, nei primi passi del generico 
processo di carico, decresce al procedere del danno provocato, fino ad 
assumere valori del tutto irrilevanti. 

Ciò ha portato all’impossibilità di mettere in relazione diretta, per mezzo 
di un semplice fattore di scala, il risultato sperimentale, in termini di diagrammi 
carico/spostamento, con il legame costitutivo del materiale, in termini di 
tensione/deformazione. Da qui la necessità di introdurre una nuova 
terminologia per distinguere il legame costituivo del calcestruzzo proposto in 
questa Tesi di Dottorato dai legami tensione media/deformazione media che, 
invece, sono derivati in letteratura proprio per mezzo di un fattore di scala dai 
diagrammi sperimentali carico/spostamento. Il legame costitutivo presentato 
nel seguito è stato indicato col termine “legame tensione effettiva/deformazione 
effettiva”. 

La giustificazione del tentativo operato in questa Tesi di Dottorato di 
discriminare tra i vari fattori che concorrono alla formazione di un risultato 
sperimentale deriva direttamente dall’osservazione sperimentale sul 
meccanismo di crisi dei solidi compressi in calcestruzzo non fasciati (§ 2.5). 
Infatti, l’osservazione sperimentale insegna che i provini in calcestruzzo 
soggetti a carico normale centrato vengono separati in due porzioni, delle quali, 
la parte centrale, indicata in questa Tesi di Dottorato col termine “nocciolo 
resistente”, rimane sostanzialmente integra, mentre, la parte periferica, è 
formata da materiale incoerente. Le due porzioni sono separate da una 
superficie di distacco con forma tronco-conica e pendenza delle generatrici 
dipendente solo dal tipo di materiale (§ 4.1). 

Da questa osservazione sperimentale discende immediatamente che la 
ricerca delle proprietà costitutive del materiale ha senso solo per il nocciolo 
resistente. 

In altre parole, ne segue una considerazione fondamentale per l’altra 
caratteristica costitutiva di cui ci si era riproposto di riesaminare il processo di 
identificazione: il modulo di Poisson. Infatti, utilizzando deformazioni 
radiali/circonferenziali acquisite sulla superficie esterna, si ottengono curve 

lr εε  che non sono rappresentative del modulo di Poisson (§ 5.2.4). Le curve 
effettivamente rappresentative del modulo di Poisson sono quelle ottenute 
utilizzando deformazioni radiali acquisite all’interno del nocciolo resistente. 

Il valore sensibilmente indipendente dal passo di carico del modulo di 
Poisson ottenuto utilizzando deformazioni radiali acquisite all’interno del 
nocciolo resistente conferma la natura costitutiva del parametro identificato con 
il nuovo approccio. 

Inoltre, la variazione positiva di volume connessa alle curve volumetriche 
desunte dai valori di deformazione acquisiti sulla superficie esterna è un effetto 
apparente dovuto all’apertura delle fessure (§ 5.2.4). Utilizzando i valori di 
deformazione acquisiti internamente al nocciolo resistente, la curva 
volumetrica assume valori sempre negativi ed è, con buona approssimazione, 
lineare fino al carico massimo. 

Nel meccanismo di crisi tronco-conico, che, peraltro, non caratterizza solo 
lo stato ultimo, ma evolve in modo graduale a partire dai primissimi passi di 
carico, si è voluto vedere una progressiva riduzione di sezione resistente, in 
analogia al modo di operare per l’identificazione del legame costitutivo 
dell’acciaio in fase di strizione (§ 2.5). 

Nasce quindi la necessità di associare una legge di variazione all’area 
resistente di un generico solido di calcestruzzo compresso, per un generico 
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istante del processo di carico. Rispetto a quanto accade nell’acciaio, però, 
questa associazione non è di immediata valutazione: non si tratta, infatti, di 
misurare semplicemente l’area minima del nocciolo resistente, ma occorre tener 
conto anche del contributo del materiale in fase di distacco (§ 2.5). 

In maniera del tutto equivalente, e in analogia a quanto fatto in Meccanica 
del Continuo Danneggiato (§ 2.2.3), si può definire la legge da associare ad un 
parametro di danno che indichi il complemento a 1 dell’area resistente in 
percentuale dell’area nominale. A differenza di quanto accade nella Meccanica 
del Continuo Danneggiato, però, in questo contesto al parametro di danno resta 
associato un immediato significato fisico, considerata la sua valutazione a 
partire da un comportamento sperimentale. 

L’identificazione del parametro di danno è stata operata mettendo a 
confronto due parametri di derivazione microsismica, assunti da bibliografia 
[26, 27 e 28], con un parametro di derivazione energetica, proposto dall’Autrice 
(§ 4.3). I tre parametri di danno hanno fornito curve del tutto confrontabili tra 
loro (§ 4.4). Tuttavia, i parametri di danno di derivazione microsismica hanno 
denunciato un limite di sensibilità (§ 3.1.3), per effetto del disturbo sulla 
rilevazione microsismica arrecato dal progressivo danneggiamento del 
materiale, sotto forma di rumore aggiunto. Si è quindi deciso di operare 
utilizzando il solo parametro di danno energetico, in quanto non affetto da 
alcuna limitazione. 

Questo parametro di danno comprende tutti i fattori di influenza 
strutturale sul comportamento macroscopico, tra quelli che concorrono a 
determinare il risultato sperimentale (§ 4.4). Di conseguenza, il parametro di 
danno è in grado di depurare dal comportamento macroscopico tutti gli effetti 
strutturali, consentendo di pervenire all’identificazione del comportamento 
realmente costitutivo. 

Per la complementarietà esistente tra parametro di danno ed area 
resistente percentuale, dalla sensibilità del parametro di danno al 
comportamento strutturale segue immediatamente che, a parità di deformazione 
longitudinale media, i provini esibiscono una sezione resistente decrescente al 
crescere della snellezza (§ 4.4). 

Definita numericamente la legge di variazione dell’area resistente, la 
tensione effettiva è stata valutata, in analogia a quanto fatto per l’acciaio ove si 
voglia rappresentare in maniera più realistica il comportamento in fase post-
plastica, come rapporto tra il carico esterno e tale area (§ 5.1 e 5.2.1). 

La tensione effettiva così valutata a partire dai dati sperimentali ha portato 
a legami tensione effettiva/deformazione media di tipo monotono crescente (§ 
5.2.2 e 5.2.3). 

La monotonicità di questi legami è stata dimostrata, oltre che 
sperimentalmente, anche analiticamente (§ 5.2.2). Si è infatti mostrato come, in 
fase di softening strutturale, il gradiente dell’area resistente sia sempre 
maggiore, in modulo, del gradiente del carico esterno, indipendentemente dalla 
geometria del solido di prova. 

Nota in questo modo la tensione effettiva, per l’identificazione della 
deformazione effettiva si è fatto ricorso al significato fisico attribuito alla 
pendenza media dei cicli di scarico – ricarico nel piano tensione 
media/deformazione media (§ 5.3.1. e 5.3.2). Infatti, nell’ipotesi che la 
deformazione residua allo scarico sia imputabile ad effetti irreversibili di 
comportamento strutturale, la pendenza di tali cicli indica il modulo elastico in 
compressione monoassiale istantaneo istE . In base a questa osservazione, la 
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deformazione effettiva è stata identificata nel piano εσ  per intersezione della 
retta effσσ =  con la retta εσ istE= . 

Interpretando i risultati delle prove di carico monoassiale tramite la teoria 
del nocciolo resistente, è stato possibile identificare un legame costitutivo in 
monoassiale che, non solo è di tipo monotono crescente, ma risulta anche 
indipendente dall’effetto dimensionale (§ 5.3.3). L’obiettività del risultato 
conferma il carattere costitutivo del legame trovato. 

Inoltre, resta così dimostrato che, tanto l’effetto softening, quanto l’effetto 
dimensionale, sono da imputare non a proprietà intrinseche del materiale, ma 
alla meccanica dei provini in quanto strutture. 

 
 
La validità del processo di identificazione, tanto del legame costitutivo in 

monoassiale del calcestruzzo, quanto del modulo di Poisson, è stata verificata 
per mezzo di una simulazione numerica (Capitolo 7). 

La simulazione numerica sviluppata in questa Tesi di Dottorato si avvale 
del Metodo delle Celle, sviluppato nei suoi aspetti teorici dal Prof. E. Tonti (§ 
6.1 e 6.2). 

Non essendo questo metodo mai stato implementato per l’analisi di corpi 
deformabili per effetto dell’applicazione di un campo tensionale, questa Tesi di 
Dottorato costituisce una delle prime applicazioni del metodo nel campo 
strutturale. In particolare, si è reso necessario implementare il metodo tenendo 
conto del meccanismo di enucleazione e propagazione dei quadri fessurativi, 
nel caso più generale di crack coesivo. 

Proprio perché si tratta di una delle prime implementazioni in problemi 
strutturali, questa fase computazionale si è rivelata particolarmente onerosa. In 
particolar modo, si è rivelata molto onerosa la fase di messa a punto della 
soluzione del problema dell’equilibrio in modo misto. 

L’implementazione del Metodo delle Celle è stata sviluppata in ambiente 
Matlab. 

Parallelamente all’implementazione del Metodo delle Celle, è stata 
sviluppata anche un’interfaccia grafica in grado di restituire indicazioni dirette 
sullo stato di tensione e deformazione dei solidi oggetto di analisi (§ 7.6). Tutte 
le visualizzazioni grafiche dello stato tenso-deformativo relative alle 
simulazioni analitiche presentate in questa Tesi di Dottorato (§ 6.3, 6.3.1, 6.3.2, 
7.2, 7.3, 7.5, 7.6 e 9.4) sono originate da questa stessa interfaccia grafica. 

Il Metodo delle Celle, così come implementato dall’Autrice, è stato testato 
per mezzo di applicazione ad un caso di Meccanica della Frattura noto in 
letteratura (§ 6.3). 

L’aderenza dei risultati ottenuti con quelli forniti da altre soluzioni 
numeriche, nella fattispecie, agli elementi finiti (§ 6.3.3), conferma la validità e 
l’affidabilità del Metodo delle Celle. 

 
 
Accertatisi del corretto funzionamento dell’implementazione sviluppata, il 

Metodo delle Celle è stato applicato al caso dei solidi cilindrici compressi in 
calcestruzzo (Capitolo 7), come verifica delle assunzioni costitutive dedotte 
dalla fase di identificazione sperimentale. Nella fattispecie, è stata sviluppata 
una simulazione numerica in grado di restituire il comportamento strutturale 
(diagramma carico/spostamento) dei solidi cilindrici in calcestruzzo, a partire 
dalle caratteristiche costitutive identificate. 
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In questa simulazione, si è dimostrato determinante il tool messo a punto 
per la soluzione del problema dell’equilibrio in modo misto. Infatti, il 
meccanismo di crisi tronco-conico origina una superficie di scorrimento che, 
per il vincolo offerto dai piatti della pressa, si presenta in alcune zone aperta, e 
quindi in Modo I, e in alcune zone chiusa con scorrimento relativo, e quindi in 
Modo II (§ 7.2). 

I diagrammi carico/spostamento sono stati ricavati proprio tenendo conto 
della cinematica della superficie di scorrimento tronco-conica e valutando il 
decremento di rigidezza strutturale che ne consegue. 

Ebbene, adottando nella simulazione analitica il modello di unico crack 
dominante, è stato possibile cogliere numericamente l’andamento 
macroscopico qualitativo delle prove di compressione su provini cilindrici in 
calcestruzzo a snellezza variabile (§ 7.7). 

Ciò costituisce un’ulteriore e definitiva conferma all’intero processo di 
identificazione delle proprietà costitutive del calcestruzzo proposto in questa 
Tesi di Dottorato. 

 
 
Verificata numericamente la fondatezza fisica delle proprietà costitutive 

del calcestruzzo identificate sperimentalmente, si è proceduto infine alla 
modellazione del comportamento del cilindro fasciato in compressione 
(Capitolo 9). 

Il programma di simulazione numerica utilizzato in questa fase è del tutto 
analogo al precedente, salvo per il fatto che, in questo caso, la risposta 
macroscopica viene fornita al variare dell’intensità dello stato coattivo 
rappresentato da un rinforzo esterno in tessuti di materiali composito (FRP) (§ 
9.4). 

Anche questa simulazione è stata in grado di cogliere numericamente 
l’andamento macroscopico qualitativo delle prove di compressione (§ 9.5). 

In particolare, al variare del numero di strati di rinforzo esterno in tessuti 
di FRP, è stato possibile ottenere grafici carico/spostamento che passano con 
continuità dall’andamento softening, caratteristico del comportamento dei 
solidi di prova non rinforzati, all’andamento monotono crescente, caratteristico, 
invece, dei solidi cilindrici rinforzati con fibre di carbonio. 

Ciò si spiega in base al meccanismo di crisi del calcestruzzo. Ovvero, il 
decremento di capacità portante che, nel calcestruzzo non rinforzato, consegue 
alla propagazione del quadro fessurativo dominante viene ostacolato dalla 
presenza della fasciatura continua esterna in materiali compositi. Infatti, questa 
fasciatura, ostacolando gli spostamenti in direzione radiale dei solidi cilindrici, 
costringe la parte periferica di materiale isolata dal crack dominante a 
collaborare col nocciolo resistente, incrementando, di fatto, l’area resistente del 
solido di prova al generico passo di carico. E proprio il maggiore valore di area 
resistente, unitamente alle caratteristiche meccaniche del materiale composito, 
sono i diretti responsabili delle aumentate capacità di resistenza del solido 
fasciato. Inoltre, quando lo spessore dello strato di rinforzo è sufficientemente 
elevato da rendere il gradiente dell’area resistente inferiore ad un determinato 
valore limite, si osserva la citata transizione dei grafici carico/spostamento dal 
comportamento softening al comportamento monotono. 

La resa grafica della maggiore area resistente che caratterizza il solido 
fasciato rispetto al solido non fasciato è riportata nel § 9.4. 
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Rimane quindi confermata la natura sostanzialmente strutturale, e priva di 
connotazioni costitutive, dell’andamento softening osservato sperimentalmente 
nei provini in calcestruzzo non rinforzati. 

 
 
Concludendo, in coerenza con gli obiettivi di questa Tesi di Dottorato, si è 

proposto un processo di identificazione delle caratteristiche costitutive del 
calcestruzzo che, introdotte in una simulazione numerica al Metodo delle Celle, 
ha permesso di restituire il comportamento macroscopico dei solidi fasciati con 
materiali compositi al variare del solo spessore dello strato di rinforzo, senza 
dover introdurre nessun parametro correttivo da calibrare in funzione della 
prova oggetto di simulazione. 

Per ottenere una maggiore approssimazione al reale andamento 
quantitativo, si rende comunque necessario raffinare ulteriormente la 
simulazione numerica per tener conto dell’attivarsi di quadri fessurativi 
secondari oltre a quello dominante. 

La simulazione numerica ha evidenziato la necessità di un’accurata 
indagine parametrica sulle superfici isolate dal crack, per una modellazione del 
crack coesivo più aderente alla realtà. 

Infine, un altro aspetto che merita di essere approfondito per migliorare 
l’accuratezza della simulazione numerica è la modellazione delle condizioni di 
interfaccia macchina/solido di prova. 
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